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Predgovor

Ova skripta je nastala kao nastavni tekst uz predavanja iz predmeta Matematicka analiza pred-
diplomskog sveuéilisnog studija geodezije i geoinformatike na Fakultetu gradevinarstva, arhitekture
i geodezije u Splitu. Obradena su poglavlja Osnove matematike, Realne funkcije realne varijable,
Limes, Neprekidnost, Derivacija, Tok i graf, Nizovi i redovi, Neodredeni integral, Odredeni inte-
gral. Radi se o standardnom sadrzaju koji se predaje na ve¢ini tehnickih i prirodoslovnih fakulteta,
pa postoje brojne knjige i skripte koje dijelom ili u potpunosti pokrivaju taj sadrzaj. U zadnjem
poglavlju navedene su reference za literaturu koja je najvise utjecala na sadrzaj ovih nastavnih ma-
terijala, uglavnom zato $to je ili dostupna na internetu ([5], [6], [7], [8], [9]) ili mi je bila dostupna
u tiskanom izdanju ([1], [2], [3], []).

Ovi nastavni materijali su prilagodeni odrzavanju predavanja u 30 nastavnih sati, imaju 124
stranice nastavnog sadrzaja i ilustrirani su sa preko 200 slika. Uz nastavne materijale izradene su
prezentacije sa dinamickim slajdovima i animiranim ilustracijama koje su korisno nastavno poma-
galo. U svom prvotnom obliku materijali su nastali za potrebe nastave akademske godine 2010/11
kad je pokrenut studij geodezije i geoinformatike na Fakultetu gradevinarstva, arhitekture i geodez-
ije, koristili su se u nastavi svih sljede¢ih godina, a svake godine su bili pomalo razli¢iti kao rezultat
nastojanja da ih §to vise priblizim studentima.

Konacno, na izradu ovih nastavnih materijala te ilustracija i prezentacija koje ga prate utrosila
sam brojne sate, stoga ih smatram svojim vlasnistvom i zadrzavam sva prava nad njima.

Jelena Sedlar
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Poglavlje 1

Osnove matematike

1.1 Osnove matematicke logike

Definicija 1.1 Sud (izjava) je svaka smislena izjavna recenica koja je samo istinita ili samo lazna.

Zadatak 1.2 Koja od sljedetih recenica je sud: a) "Krava je Zivotinja.", b) "Broj 4 je veéi od
broja 6.", ¢) "r je vete od 3." d) "Je li danas vrute?" Za one recenice koje jesu sud utvrdi istinosnu
vrijednost.

Sudove éemo oznacavati slovima A, B, C, . ... Istinosnu vrijednost suda A oznacavat ¢emo s t(A).
Ako je sud A istinit, pisat ¢emo t(A) = T, a ako je neistinit pisat ¢emo ¢t(A4) = L.

Definicija 1.3 Neka su A i B sudovi. Osnovne logicke operacije (veznici) sa sudovima su:
1. negacija, |A (Cita se: "nije A"),

. konjukcija, A A B (¢ita se: "A i B"),

. disjunkcija, AV B (¢ita se: "A ili B"),

™ W e

implikacija, A = B (¢ita se: "Ako je A, onda je B." ili jo§ "Iz A slijedi B." ili jo§ "A
implicira B." ili jo§ "A povlati B."),

5. ekvivalencija, A < B (¢ita se: " A je ako i samo ako je B." ili jos "A je ekvivalentno B." ili
jos "A implicira B." ili jo§ "A povlati B.").

Istinosna vrijednost slozenih sudova, koji nastaju iz jednostavnijih sudova pomocu logickih op-
eracija sa sudovima, ne ovisi o sadrzaju jednostavnijih sudova, nego samo o njihovoj istinosnoj
vrijednosti i to po sljedetoj istinosnoj tablici:

[t(A) [ ¢(B) [tJA) [ t(AAB) [t(AVB) | (A= B) [ (A< B) |

T T L T T T T
T 1 1L T 1 L
L T T L T T L
L L 1 1 T T
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Zadatak 1.4 Zadani su sudovi
A = "Split je w Dalmaciji." i B = "Split nije na moru.”

Utvrdi istinosnu vrijednost sudova A i B, iskaZi sudove |A, ANB, AV B, A= B i A& B, te im
utvrdi istinosnu vrijednost.

Definicija 1.5 Otvorena recenica ili predikat je izjavna recenica koja sadrZi parametre i koja
postaje sud kada parametri poprime odredenu vrijednost.

Primjer predikata je recenica "x je paran broj". U toj re¢enici parametar je x. Ako x poprimi
vrijednost 4 ta recenica postaje istinit sud, a ako x poprimi vrijednost 1 ta recenica postaje lazan
sud. Predikati mogu sadrzavati i viSe parametara. Primjer za to je predikat "z je vece od y".
Predikat s parametrom z oznacavamo s P(x), a predikat s parametrima x i y oznacavamo s P(z,y).
Kad se izrazavamo predikatima, najceste koristimo kvantifikatore:

1. univerzalni, (Vz)P(z) (Citamo: "za svaki z je P(x)"),

2. egzistencijalni, (3z) P(zx) (Eitamo: "postoji x za koji je P(z)"), te (3'z) P(x) (¢itamo: "postoji
to¢no jedan z za koji je P(z)").

Cesto se koriste i kombinacije ovih kvantifikatora "za svaki ... postoji ...", te "postoji ... za
svaki ...".

Zadatak 1.6 Neka je P(x) predikat "z je vete od 5". IskaZi recenice: a) (Vx € N) P(x), b)
(3z € N) P(x), ¢) (3lz € N) P(x), te utvrdi njihovu istinosnu vrijednost.

Zadatak 1.7 Neka je P(x) predikat "y je vete od x". IskaZi recenice: a) (Vo € N)(Jy € N)P(x,y),
b) (Fy € N)(Vx € N)P(z,y), te utvrdi njihovu istinosnu vrijednost.

Zaklju¢ujemo da je poredak kvantificiranja u recenici vazan, jer sa razli¢itim poretkom kvantifi-
ciranja dobivamo razli¢ite recenice koje mogu imati razli¢itu istinosnu vrijednost.

Definicija 1.8 Formula je svaki izraz F' sastavljen na logicki dopustiv nacin od sudova, predikata,
kvantifikatora, zagrada, znakova T i L, te logickih operacija (veznika).

Kazemo da su dvije formule F i G ekvivalentne ili jednako vrijedne ako imaju istu istinosnu
vrijednost (tj. t(F) = t(G)) za svaki moguéi izbor njihovih varijabli.

1.2 Osnove teorije skupova

Pojam skupa je osnovni pojam u matematici, $to znaci da se ne definira tj. ne svodi se na jednos-
tavnije pojmove. Njegova svojstva se zadaju aksiomatski, ali mi se ovdje u to ne¢emo upustati.
Svaki skup je odreden svojim elementima. Skupove éemo oznacavati velikim slovima A, S, X, ...
elemente skupova malim slovima a, b, x, . . .Primjerice, ako se skup S sastoji od elemenata a, f, g, k,
onda pisemo S = {a, f,g,k} . Ako je a element skupa S pisemo a € S. Ako z nije element skupa S,
pisemo z ¢ S. Prazan skup oznacavamo sa ¢.
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Slika 1.1: Podskup X skupa S.

Definicija 1.9 Neka je S skup. Kazemo da je skup X podskup skupa S (i pisemo X C S) ako je
svaki element skupa X sadrzan u skupu S. Kazemo jo§ i da je S nadskup skupa X.

Definicija podskupa ilustrirana je Slikom [T.1]

Podskup X skupa S mozemo zadati pomoéu nekog predikata P(z) ¢iji parametri mogu biti
elementi skupa S. Tada su elementi skupa X svi oni elementi skupa S za koje je predikat P(z)
istinit, te pisemo X = {z € S: P(x)}.

Zadatak 1.10 Odredi skup X = {x € S: P(x)} ako je S ={1,3,4,7,8}, a predikat P(zx) glasi "x
je paran”.

Definicija 1.11 KaZemo da su skupovi X 1Y jednaki (i pisemo X =Y ) ako vrijedi X CY i
Y C X. U suprotnom kazemo da su skupovi X 1Y razli¢iti (pisemo X £V ).

Kazemo da je skup X pravi podskup skupa Y akoje X CY i X #Y.
Definicija 1.12 Neka je S skup, te X i Y podskupovi skupa S. Definiramo sljedete skupove.

1. Unija skupova X 1Y je skup X UY koji sadrzi elemente skupa S koji su sadrzant v X ili u'Y.

2. Presjek skupova X 1Y je skup X NY koji sadrzi elemente skupa S koji su sadrzani u X @ u
Y.

3. Razlika skupova X 1Y je skup X\Y koji sadrzi elemente skupa S koji su sadrzani u skupu
X, a nisu sadrzani u skupu Y.

4. Komplement skupa X je skup ¢(X) koji sadrzi elemente skupa S koji nisu sadriani u skupu
X.

Unija, presjek, razlika, te komplement skupa su ilustrirani Slikom

Zadatak 1.13 Neka je S = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, X = {2,3,7,9}, Y = {1,2,7,8,10}.Odredi
XUY, XNY, X\Y ic(X).

Definicija 1.14 KaZemo da su skupovi X, Y C S disjunktni, ako je X NY = ¢.
Pojam disjunktnih skupova ilustriran je Slikom [I.3]

Definicija 1.15 Direktni produkt ili kartezijev produkt skupova X ¢ Y je skup X X Y uredenih
parova (xz,y) pri cemu jex € X iy €Y.
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Slika 1.2: Operacije sa skupovima: a) unija X UY, b) presjek X NY, ¢) razlika X\Y, d) komplement
c(X).

Slika 1.3: Disjunktni skupovi X,Y C S.

Zadatak 1.16 Odredi X xY ako je X ={1,3,7} i Y ={a,c}.

Posebno je vazan direktni produkt skupa X sa samim sobom, tj. skup X2 = X x X =
{(z,2") 1 z,2’ € X}.

Definicija 1.17 Binarna relacija na skupu X je svaki skup R C X x X. Ako je (z,2’) € R, onda
piemo jo§ 1 tRx' 1 katemo da je element x u relaciji R sa elementom z’ skupa X.

Kao primjer mozemo uzeti da je X skup stanara neke zgrade, pri ¢emu relacija R moze biti
zadana odnosom "poznavati se", "biti mladi" ili odnosom "stanovati na istom katu".

Definicija 1.18 Za binarnu relaciju R na skupu X kaZemo da je:
e refleksivna, ako za svaki x € X wvrijedi xRz,
e simetri¢na, ako za svaki par xz,y € X iz xRy slijedi yRx,
e antisimetri¢na, ako za svaki par x,y € X iz xRy i yRx slijedi x =y,

e tranzitivna, ako za svaku trojku x,y,z € X iz xRy i yRz slijedi xRz.
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Zadatak 1.19 Skup X je skup stanara neke zgrade. Utvrdi je li relacija R refleksivna, simetricna,
antisimetricna ili tranzitivna, ako je R relacija : a)"poznavati se", b) "biti mladi (ili jednako star)”,
¢) "stanovati na istom katu".

Definicija 1.20 Binarnu relaciju R na skupu X koja je refleksivna, simetriéna i tranzitivna zovemo
relacijom ekvivalencije i oznacavamo sa ~ (tilda). Za dva elementa skupa X koji su u relaciji
ekvivalencije ~ kazemo da su ekvivalentni.

Relacija ekvivalencije na skupu X cijepa skup X na disjunktne klase, tako da su svaka dva
elementa iz iste klase medusobno ekvivalentna, a nikoja dva elementa iz razli¢itih klasa nisu ek-
vivalentni. Kao primjer relacije ekvivalencije mozemo navesti relaciju "biti paralelan" na skupu
pravaca (klase ekvivalencije su skupovi paralelnih pravaca), te relaciju "biti slican" na skupu troku-
tova (klase ekvivalencije su skupovi sliénih trokutova).

Definicija 1.21 Binarnu relaciju R na skupu X koja je refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna
zovemo relacijom uredaja.

Primjer relacije uredaja koji se u matematici najcesce koristi su relacije "<" i ">" na skupovima
brojeva.

1.3 Skupovi brojeva

1.3.1 Skup prirodnih brojeva
Skup
N={1,2,3,..}

zove se skup cijelih brojeva.

Racunske operacije na skupu N. Na skupu N postoji funkcija ’sljedbenik’ koja svakom ele-
mentu n € N pridruzuje njegov sljedbenik s(n) € N. Ta funkcija nam omoguéava da definiramo
operacije zbrajanja i mnozenja na skupu N.

Zbrajanje: za svaki m,n € N vrijedi
m+1=s(m), m+s(n)=s(m+n).
Mnozenje: za svaki m,n € N vrijedi

m-1=m, m-s(n)=m-n+m.

Uredaj na skupu N. Neka su m,n € N dva prirodna broja. Kazemo da je m manji od n (i
pisemo m < n) ako i samo ako postoji p € N takav da je m + p = n. Nadalje, kazemo da je m mangi
ili jednak n (i pisemo m < n) ako je m < n ili m = n.

Geometrijski prikaz skupa N. Skup N se geometrijski prikazuje na pravcu. Neka je pravac
odreden tockama O i E. Duzinu OF smatrat ¢emo jediniénom duzinom, smjer na pravcu od O
prema F smatrat ¢emo pozitivnim smjerom, a suprotan smjer negativnim. Tocka E predstavlja
prirodni broj 1. Prirodnom broju n pridruzujemo onu tocku pravca koja se dobije kad se duzina
OF nanese od tocke O n puta u pozitivhom smjeru. Smjestaj prirodnih brojeva na pravcu prikazan

je Slikom [T.4]
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Slika 1.4: Geometrijski prikaz skupa N.

Matematicka indukcija. Indukcija je metoda zaklju¢ivanja koja ide od pojedina¢nog prema
op¢em. Principom matematicke indukcije se mogu dokazivati tvrdnje o prirodnim brojevima. Oz-
na¢imo sa T'(n) neku tvrdnju o prirodnim brojevima. Pitamo se da li tvrdnja T'(n) vrijedi za svaki
prirodni broj n.

Postupak je sljedeti:

1. (baza indukcije) Ispitujemo da li tvrdnja vrijedi za n = 1 (tj. da li vrijedi T'(1)).

2. (korak indukcije) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N, te ispitujemo da li tada
tvrdnja vrijedi i za n + 1.

Ako se u bazi indukcije pokaze da tvrdnja vrijedi za n = 1, te ako se u koraku indukcije dokaze da iz
T'(n) slijedi da vrijedi i T'(n + 1), tada tvrdnja T'(n) vrijedi za svaki n € N. Ako se u bazi indukcije
dokaze da tvrdnja vrijedi ne za n = 1, nego npr. za n = ng, tada je matematickom indukcijom
tvrdnja T'(n) dokazana ne za svaki n € N, nego za svaki n > ng.

Zadatak 1.22 Dokazimo matematickom indukcijom da za svakin € N wvrijedi tvrdnja

n(n—l—l).

1+24+...+(n—-1)+n= 5

1.3.2 Skup cijelih brojeva

Podsjetimo se da u sluéaju m > n (za m,n € N) postoji p € N takav da je n + p = m. Tada
piSemo jos i p = m — n, te kazemo da je "p jednako m minus n". Jasno je da "—" ne moze biti
operacija na skupu N jer za m < n ne znamo §to bi m — n znacilo. Kazemo jos i da skup N nije
zatvoren na oduzimanje. To vodi na zamisao da se skup N prosiri tako da postane zatvoren na
oduzimanje, i to na nacin da se svaka razlika m —n (uo¢imo da se razlika moze shvatiti kao uredeni
par (m,n) € N x N) proglasi brojem. One razlike u kojima je m > n daju prirodne brojeve, a
one razlike u kojima je m < n daju nove brojeve koji ¢ine prosirenje skupa N. No, postoji jedan
problem - uo¢imo da moze biti p = mj —nq i p = my —neo pri Cemu je m1 #* mo i Ny # nsy. Potrebno
je dakle poistovijetiti parove m; — ny i my — ns. To radimo uvodenjem relacije ekvivalencije na
skupu N x N. Kazemo da su parovi m; —ny i mg — ny ekvivalentni ako vrijedi mi +ne = mo + ny.
Lako se vidi da je ovako definirana relacija uistinu relacija ekvivalencije, pa dakle dijeli skup razlika
m — n na klase ekvivalencije. Klasu razlike m — n ozna¢avamo sa [m — n]. Sada definiramo

Z ={|m —mn]:m,n € N}.
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Radi jednostavnijeg zapisa, uvodimo sljedec¢e oznake

P, zam>nin+p=m,
[m—mn]=< 0, zam=n,
—p, zam<nim+p=mn,

pri ¢emu je p € N. Dakle,
zZ={..-3,-2,-1,01,2,3,...}

Racunske operacije zbrajanja i mnozenja, te relaciju uredaja definiramo slicno kao na skupu N.
Uoc¢imo da je N C Z, jer se prirodni broj p moze poistovijetiti s razlikom m —n, gdje je m =p+1
a n = 1. Geometrijski, skup Z se prikazuje na pravcu tako da se prirodni brojevi prikazu kao prije,
tocka O predstavlja broj 0, a negativni cijeli brojevi se dobiju nanosenjem jedini¢ne duzine OF u
negativnom smjeru. Smjestaj cijelih brojeva na pravac prikazan je Slikom

Py Py >

2 3

o Q

E
-2 -1 1

Slika 1.5: Geometrijski prikaz skupa Z.

1.3.3 Skup racionalnih brojeva

Uoc¢imo da za cijele brojeve n,p € Z postoji broj m € Z takav da je n - p = m. Tada piSemo jos
p = 7 i kazemo da je "p jednako m dijeljeno n". Naravno, dijeljenje > ne moze biti operacija na
skupu Z jer za mnoge parove m,n € Z ne znamo §to bi * bilo u skupu Z. Kazemo jo§ da skup
Z nije zatvoren na dijeljenje. To vodi na zamisao da se skup Z prosiri tako da postane zatvoren
na dijeljenje, i to na nacin da se svaki razlomak 2 (uo¢imo da se razlomak T moze shvatiti kao
uredeni par (m,n) € Z x (Z\ {0})) proglasi brOJem Oni razlomci 2 za koje je m =n-p daju cijele
brojeve, a ostali razlomci 7* ¢ine progirenje skupa Z. No, postoji Jedan problem - uo¢imo da moze
biti p= % ip= 72 pri cemu je mi # my i ny # ny. Potrebno je dakle poistovijetiti parove ZLII i

. To radimo uvodenjem relacije ekvivalencije na skupu Zx (Z\ {0}). Kazemo da su parovi ™+ i

ni
% ekvivalentni ako vrijedi m; - ng = mgo - ny. Lako se vidi da je ovako definirana relacija uistinu

relacija ekvivalencije, pa dakle dijeli skup razlomaka 7* na klase ekvivalencije. Klasu razlomka =

oznacavamo sa [%] , pa definiramo skup

@:{[%} :meZ,neZ,n;ﬁO}

kojeg nazivamo skupom racionalnih brojeva. Radi jednostavnijeg zapisa, ¢esto piSemo samo >

podrazumijevajuci pri tom [%] .

Racéunske operacije na skupu Q. Neka su 2%, 22 ¢ Q. Definiramo

niy’ no
m1+m2 o Mmang+mg-ng
ni n2 ny-n2 ’
my m2 my - ma

)

ny N2 ny-n2
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te ako je mo # 0 tada i
Y mi - Nag

mg-nl'

Uredaj na skupu Q. Neka su m—ll 2 ¢ Q. Kazemo da je

niy’ no

m m
™o m2

ni T2

ako i samo ako vrijedi
my - Ny §m2~n1.

Sada kad smo uveli uredaj na skupu Q, mozemo uociti da skup Q ima jedno zanimljivo svojstvo.
Naime, izmedu svaka dva racionalna broja postoji racionalni broj razli¢it od ta dva. Jedan takav
broj koji se nalazi izmedu brojev: m—ll 2 ¢ (Q je aritmeticka sredina tih brojeva, tj. broj

niy ’ no

my ma

T e Mang +maong
2 2711’/12

Svaki skup koji ima to svojstvo nazivamo gustim skupom. Dakle, skup Q je gust, dok skupovi N i
Z nisu gusti.

Uocimo da je Z C Q jer se cijeli broj m moZe poistovijetiti s racionalnim brojem 7, te pri
takvom poistovje¢ivanju ostaju sacuvane operacije zbrajanja i mnozenja.

Geometrijski prikaz skupa Q. Skup racionalnih brojeva prikazuje se na brojevnom pravcu.
Obzirom da je Z C Q, ve¢ znamo kako se ti brojevi prikazuju na pravcu. Na Slici prikazano
je kako se razlomci oblika ™ (za m < n) nanose na pravac. Ostali razlomci oblika ™* dobivaju se
nanosenjem duzine % na brojevni pravac m puta od tocke O u pozitivnhom ili negativnom smjeru
ovisno o predzanku razlomka.

3
2
1
oo
0o 1 2z 1
3 3

Slika 1.6: Geometrijski prikaz razlomaka % za 0 <m <n.

1.3.4 Skup realnih brojeva

Svi skupovi brojeva koje smo do sad definirali mogu se nanijeti na brojevni pravac. O¢cito je da
brojevi iz skupa N i Z ne pokrivaju sve tocke pravca, jer ti skupovi nisu gusti. No, ¢injenica da skup
Q jest gust navodi na pomisao da bi skup Q mogao pokrivati cijeli pravac. Medutim, jo§ u antici
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je uoceno da se hipotenuza pravokutnog trokuta kojemu su katete duljine jedan moze nanijeti na
brojevni pravac (vidi Sliku , ali da to nije racionalni broj. Zaklju¢ujemo, dakle, da ipak postoje
tocke na pravcu koje nisu pokrivene brojevima iz skupa Q. Za svaku takvu tocku definiramo po
jedan broj kojeg nazivamo iracionalnim, a skup svih iracionalnih brojeva oznacavamo sa L.

Slika 1.7: Nanosenje hipotenuze pravokutnog trokuta s katetama duljine 1 na brojevni pravac.

Iz definicije skupa iracionalnih brojeva ocito slijedi QNI = ¢ i I # ¢ (jer je barem /2 € ). Sada
mozemo definirati skup realnih brojeva na sljede¢i nacin.

Definicija 1.23 Skup realnih brojeva R je unija skupa racionalnih brojeva Q i skupa iracionalnih
brojeva 1.

Iz definicije skupa R ocito slijedi Q C R i da se skup R prikazuje geometrijski pravcem, pri cemu
je svaka tocka na pravcu pokrivena brojem iz R.

Racunske operacije u skupu R. Racunske operacije na skupu R uvode se tako da postuju
ve¢ definirane ra¢unske operacije na skupu Q, a racunske operacije s brojevima iz I definiraju se
pomocu racunskih operacija na skupu Q.

Uredaj u skupu R. Sli¢no kao racunske operacije, i uredaj na skupu R se uvodi tako da postuje
ve¢ definiran uredaj Q, a uredaj s brojevima iz I definira se pomo¢u uredaja na skupu Q.

Definicija 1.24 Neka su a,b € R. Definiramo skupove

(a,b) = {zeR:a<z<b}
(a,b] = {zeR:a<z<b},
[a,b) = {zeR:a<z<b},
[a,b] = {xeR:a<z<b}.

koje nazivamo omedenim (ili ograni¢enim) intervalima. Skup (a,b) mazivamo otvorenim inter-
valom, skup [a,b] zatvorenim intervalom ili jo§ segmentom, a skupove (a,b] i [a,b) poluotvornim
(ili poluzatvorenim) intervalima.
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Definicija 1.25 Neka su a,b € R. Definiramo skupove

(a,40) = {xeR:z>a},

[a,4+0) = {zeR:z>a},

(—o0,b) = {reR:z<b},

(—o00,b] = {xeR:zx<b},
(—o0,400) = R

koje nazivamo neomedenim (ili neograni¢enim) intervalima.

Definicija 1.26 Neka je X C R. KaZemo da je m € X minimum skupa X ako vrijedi m < x za
svaki x € X. Kazemo da je M € X maksimum skupa X ako vrijedi x < M za svaki x € X.

Uocimo da skup ne mora imati ni minimum, ni maksimum. Primjerice, skupovi [a, +00) i [a, b)
nemaju maksimum, skupovi (—o0,b] i (a,b] nemaju minimum, skupovi (a,b) i (—o0, +00) nemaju
ni minimum ni maksimum, dok skup [a, b] ima i minimum i maksimum.

Definicija 1.27 Neka je X C R. KaZemo da je m € R donja meda skupa X ako vrijedi m < x
za svaki x € X. Kazemo da je M € R gornja meda skupa X ako vrijedi v < M za svaki x € X.
Kazemo da je skup X omeden odozdol ako ima donju medu, omeden odozgor ako ima gornju medu,
te da je omeden ako je omeden i odozdol i odozgor.

Cesto se umjesto rije¢i 'meda’ i ’omeden’ koriste rijeci 'granica’ i ogranic¢en’. Uo¢imo da je jedina
razlika izmedu minimuma (odnosno maksimuma) i donje mede (odnosno gornje mede) u tome da
minimum (odnosno maksimum) mora pripadati skupu X, dok meda ne mora. Dakle, minimum i
maksimum su mede koje pripadaju skupu X.

Definicija 1.28 Ako je skup X C R omeden odozgor, onda za najmanju gornju medu kazemo da
je supremum skupa X (pigemo sup X ). Ako je skup X C R omeden odozdol, onda za najveéu donju
medu kaZemo da je infimum skupa X (pisemo inf X ).

Lako se vidi da je minimum (odnosno maksimum) skupa, ako postoji, ujedno infimum (odnosno
supremum) skupa. No, skup ne mora imati minimum i/ili maksimum.

Teorem 1.29 Svaki neprazni i odozdol (odnosno odozgor) omedeni skup X C R ima infimum
(odnosno supremum,).

Zadatak 1.30 Odredi minimum, maksimum, infimum i supremum skupa X, ako je: a) X =
[-1,3]U (5,11), b) X = (—00,0) U {5}, ¢) X = {z€Q:22<2},d) X = {zeR:2? <2},
e) X ={L:neN}.

Apsolutna vrijednost realnog broja.

Definicija 1.31 Apsolutna vrijednost realnog broja = € R (kaZemo jog i modul realnog broja)
definirana je pravilom
T, za x > 0,
o] = —x, zax<O.
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Uo¢imo da je |z| > 0 za svaki z € R, te |z| = 0 ako i samo ako je z = 0. Nadalje, ovako definirana
funkcija daje udaljenost broja x od ishodista na brojevnom pravcu. Primjerice, udaljenost broja
x = 3 od ishodista je |3| = 3, a udaljenost broja © = —2 od ishodista je |-2| = —(—2) = 2. Neka
svojstva apsolutne vrijednosti su:

L fzf = |—=f,

2. —|z| <z < x|,

3. [yl =[]yl
4. ﬁ = % zay # 0,
5. |z 4+ y| < |z| +|y| (nejednakost trokuta).

Zadatak 1.32 U skupu R rijesi jednadzbe |x| =1 i |z — 2| = 5.

Zadatak 1.33 U skupu R rijesi nejednadzbe |x| < 3, |z + 1] > 4.

1.3.5 Skup kompleksnih brojeva

Uo¢imo da jednadzba 2?2 = —1 nema rjesenje u skupu realnih brojeva R, tj. ne postoji realni broj
¢iji kvadrat je jednak —1. No, mi mozemo ’zamisliti’ da takav broj postoji, prosiriti skup realnih
brojeva tim brojem, te razmatrati koje posljedice to ima.

Definicija 1.34 Imaginarna jedinica i je broj sa svojstvom i = —1.

Uocimo da iz definicije imaginarne jedinice slijede neka svojstva te jedinice. Primjerice, vrijedi

|
=
] ~.
|
\.@

=1
—

:]_’

1
7
1 )
7

) z5
2 . 6=
3 07 =
4 8 =
Mozemo neformalnije re¢i da se vrijednost cjelobrojne potencije imaginarne jedinice periodi¢no
ponavlja svako 4 potencije. Formalno matematicki kazemo da imaginarna jedinica ima svojstvo

AL — g k2 ks

27 -4k+4 — 1

—b, 1
za svaki k € NU {0}.
Zadatak 1.35 Odredi: a) 23, b) i?5, ¢) i"".

Sada kad smo uveli imaginarnu jedinicu, mozemo definirati kompleksne brojeve.

Definicija 1.36 Kompleksni broj je svaki broj z oblika z = x + yi, pri cemu su x,y € R. Broj x se
zove realni dio broja z i oznatava s Re z, broj y se zove imaginarni dio broja z i oznacava s Im z.
Prikaz kompleksong broja u obliku z = x + yi naziva se algebarski prikaz kompleksnog broja.

Definicija 1.37 Skup kompleksnih brojeva C definiran je sa C ={x +yi: x,y € R}.
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Uocimo da je skup kompleksnih brojeva C prosirenje skupa realnih brojeva R (tj. vrijedi R C C)
jer se svaki realni broj x € R moze shvatiti kao kompleksni broj x =x + 07 € C.

Geometrijski se kompleksni brojevi prikazuju kao tocke u ravnini. Naime, svaki kompleksni broj
z = x + yi u potpunosti je odreden ako je zadan njegov realni dio x € R i njegov imaginarni dio
y € R, 8to se moze shvatiti i kao uredeni par realnih brojeva (z,y) € R? koji se graficki prikazuje
kao tocka T'(z,y) ravnine (vidi Sliku [L.8).

z=z+ Y

<

]

1

|

1
+----6

A\ 4

Slika 1.8: Geometrijski prikaz kompleksnog broja z = x + yi.

Zadatak 1.38 Odredi Rez i Imz, te prika%i z u kompleksnoj ravnini, ako je: a) z = 1+ 4i, b)
z2=2i—1,¢) z=-2i,d) z=4.

Zadatak 1.39 Odredi gdje u kompleksnoj ravnini leze kompleksni brojevi za koje je: a) Rez = 1,
b) Imz = 3.

Zadatak 1.40 Odredi gdje u kompleksnoj ravnini leze kompleksni brojevi za koje je: a) Rez > 2,
b)Imz<-1,¢)Rez>17i-2<Imz<1.

Uvedimo sada neke osnovne pojmove koji se vezuju uz pojam kompleksnog broja.

Definicija 1.41 Neka je z = x + yi kompleksni broj. Kompleksno konjugirani broj z broja z
definiran je sa Z = x—yi. Apsolutna vrijednost ili modul |z| broja z definirana je sa |z| = \/x? + y2.

Geometrijski, kompleksno konjugirani broj z je u kompleksnoj ravnini simetri¢an broju z obzirom
na os z. Apsolutna vrijednost |z| geometrijski predstavlja udaljenost broja z u kompleksnoj ravnini
od ishodista (vidi Sliku [1.9).

Zadatak 1.42 OdrediZ i |z| za: a) 2 =2+3i,b) 2=i—+/3, ¢) 2= =5, d) z = 2i.
Zadatak 1.43 Skiciraj gdje u kompleksnoj ravnini leze kompleksni brojevi za koje je: a) |z| = 2,
b) || > 1, ¢)|2] <3,d) |z — 1414 < V2.

Racunske operacije zbrajanja, oduzimanja, mnozenja i dijeljenja na skupu C uvodimo sljede¢om
definicijom.
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A )
z=zx+
Y1T---- 1
o
I
i >
[z
I
|
Y+ ---- -0
Z=x -9yt

Slika 1.9: Geometrijsko znacenje kompleksno konjugiranog broja z i apsolutne vrijednosti |z|.

Definicija 1.44 Neka su z1 = x1 + Y11 © 22 = T2 + y2i dva kompleksna broja. Definiramo

21+ 22 (w1 + 22) + (y1 + y2)1,
21—z = (x1—x2)+ (1 — y2)i,
2120 = (21 +y19) (T2 + y2i) = T120 + T1y2i + Y1207 + Y1y2i”
= (7172 — y1y2) + (T1y2 + T201)3,
z1 _ T1t+yit Ta— Y2l TiT2 + Y1y | YiTa — T1Ye .
1 - - ——— + 51, 2a 22 # 0.
22 To + Y2t T2 — Y2l 7+ Y1 1+ Y1

Relacija uredaja (relacija "<" ili ">") na skupu C nije definirana, $to znaci da se za dva
kompleksna broja ne moze re¢i koji je manji ili ve¢i od drugoga.

Zadatak 1.45 [zracunaj zy + 22, 21 — 22, 21 - 22, te % ako je z1 =141, a 29 =2 — 3i.

Zadatak 1.46 Odredi Rez i Imz ako je: a) z = 23¢ b) 2 = -1~

2+2'L

Uoc¢imo da se to¢ka T'(z,y) ravnine, osim pravokutnim koordinatama z i y, moze jednozna¢no
zadati i pomocu dviju polarnih koordinata r i ¢, pri ¢emu je r udaljenost od ishodista, a ¢ kut kojeg
polupravac OT zatvara s pozitivnim smjerom osi « (vidi Sliku . Uocimo da iz trigonometrije
pravokutnog trokuta slijedi

T=rcospiy=rsiny,

dok iz Pitagorinog poucka i trigonometrije pravokutnog trokuta slijedi
r=yr2+y2ip= arctgg.
x
Uoc¢imo da se sada kompleksni broj z = x + y¢ moze prikazati kao

z=x+yi=rcosp+irsing =r(cosy +isinp).

Definicija 1.47 Prikaz kompleksong broja u obliku z = r(cos ¢ +isin ¢) naziva se trigonometrijski
prikaz kompleksnog broja. Broj r naziva se modul, a broj ¢ argument kompleksnog broja.
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T'(z,y)

A\ 4

Slika 1.10: Pravokutne i polarne koordinate u ravnini.

Zadatak 1.48 PrikaZi u trigonometrijskom obliku kompleksne brojeve: a) z = 1 + V/3i, b) z =
2—2i,¢c)z=3,d) z=—2i.

Zadatak 1.49 Skiciraj gdje u kompleksnoj ravnini leze brojevi z = r(cos p+isin ) za koje vrijedi:
a)r>1i0<e<Z3,b)1<r<3if <p<?if

Trigonometrijski prikaz kompleksnog broja pogodan je za potenciranje i korjenovanje komplek-
snog broja, no da bismo to pokazali najprije je potrebno uvesti formulu za mnozenje i dijeljenje
kompleksnog broja u trigonometrijskom obliku.

Propozicija 1.50 Neka su zy = r1(cosp; +ising,) i za = r2(cos @, +isin p,) kompleksni brojevi.
Tada vrijeds
2122 = rira(cos(py 4+ ps) +isin(pg + ¢3)),

21 1 ..
— = —(cos(py — py) +isin(p; — ¢y) 2a 22 # 0.
z9 T2

Zadatak 1.51 Odredi z1 - 20 i % ako je:
2 2
z1 = 2((:05% + isin %) i 22 = 4(cos ?ﬂ- + isin %)

Iz formula za zbrajanje i mnozenje kompleksnih brojeva u trigonometrijskom obliku prili¢no
jednostavno slijede formule za potenciranje i korjenovanje kompleksnog broja u trigonometrijskom
obliku.

Propozicija 1.52 Neka je z = r(cos ¢ + isin ) kompleksni broj. Tada vrijedi

2" = r"(cos(ny) + isin(np)),
Yz = Yr(cos(py+k-Ap)+isin(py+k-Ap)) zake{0,1,2,...,n—1}

pri temu je oy = £, Ap = X,

Uoc¢imo da iz oblika formule za {/z slijedi da svaki kompleksni broj z # 0 ima n razli¢itih
korijenova koji svi leze na centralnoj kruznici radijusa {/r i dijele kruznicu na n jednakih dijelova

(vidi Sliku [1.11)).
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a) b)
4 Y1 A
- %o \
- 4 -—
- ~ig 21 ~q
’ 2z . N %o
21,0 7] <0 ’ \ \ -
Pl i 220 J \ > Sl
T N , 1 ; W _-720
T t T = t
\ \\ ’\3/‘ A Y I a/m
\ VT - 7
’ V ‘ P27 22N NS
A " o 4
~ L4 ~ ’
T N *2 B 51
\ \
Po ¥3

Slika 1.11: Svi korjenovi: a) ¥/z, b) ¥/=z.

Zadatak 1.53 Izracunaj 23 i 2'° ako je z = 2(cos %r +4sin %T)
Zadatak 1.54 Odredi i skiciraj u kompleksnoj ravnini sve kompleksne brojeve za koje je: a) 2° = 8,
b) 2* =1—/3i.

Konaé¢no, u nekim primjenama se ¢esto koristi i sljedeci prikaz kompleksnog broja.

Definicija 1.55 Neka kompleksni broj z ima modul v i argument ¢. Prikaz kompleksnog broja z u
obliku z = re'¥ naziva se eksponencijalni prikaz kompleksnog broja.

Motivacija za definiranje ovakvog prikaza kompleksnog broja dolazi iz razvoja funkcija e”, sin z
icosz ured, a o cemu Ce biti vise rije¢i u kasnijim poglavljima.
1.4 Binomni poucak
Neka su z i y dva realna (ili kompleksna) broja. Binom je izraz oblika = + y, a potencija binoma je

izraz oblika (z+y)™ gdje je n € NU{0}. Uo¢imo da za prvih nekoliko prirodnih brojevan € NU {0}
vrijedi

(z+y)° = 1,

(z+y)' = z+y,

(z+y)? = 2 +2zy+y°

(z +y)? 2% + 322y + 3xy? + 7.

Postavlja se pitanje kako odrediti koeficijente u razvoju binoma (z 4 y)™ za opéenitu potenciju
n. Uocimo da za potenciju n razvoj ima to¢no n + 1 koeficijenata koje mozemo oznaciti sa k =
0,1,...,n. Dakle, k—ti koeficijent u razvoju binoma (z + y)™ mozemo oznaciti sa (2) Primjerice,

N R R
B (s (s )

dok za n = 3 imamo
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Sada se postavlja pitanje kako odrediti taj koeficijent za vige potencije. Jedan nacin je razmnoza-
vanje binoma, $to je mukotrpno. Drugi na¢in, puno elegantniji, je pronac¢i formulu po kojoj bi se
taj koeficijent izracunavao (ako takva formula uopée postoji). Prisjetimo se najprije da je zan € N
faktorijel n! definiran san! =1-2-3-...-n, a definicija je prosirena sa 0! = 1.

Definicija 1.56 Neka su n,k € N U {0} sa svojstvom k < n. Binomni koeficijent (Z) je broj

definiran sa <) | ( 1)( 2) ( (k—1))
Ny | _nn—-1)(n-2)-...-(n— (k-

I(n— k)] 12k

Zadatak 1.57 Izractunaj binomne koeficijente: a) (g), b) (S), c) (I), d) (g).

Uoc¢imo da vrijedi

<n . k) " (- k)!(nni m—k)!  (n —nli:)!k! - <Z)

Ovu formulu mozemo koristiti za lakse ra¢unanje binomnog koeficijenta u sluc¢aju kad je k veéi od
n

R

Zadatak 1.58 Izracunaj binomne koeficijente: a) (?), b) (193)7 c) (}g)

Uoc¢imo da ovime jo§ nismo pokazali da je ovako definirani broj uistinu koeficijent u razvoju

binoma, nego je to tek definicija nekog broja kojeg smo oznacili s (Z) Tek sljedeti teorem, koji

se naziva binomni teorem ili jo§ binomni poucak, govori da je tako definiran broj (Z) uistinu k—ti

koeficijent u razvoju binoma (x + y)™.

Teorem 1.59 (Binomni poucak) Neka su x i y dva realna (ili kompleksna) broja. Za svaki
n € N vrijedi

n __ n n n n—1 n n—2_ 2 n n __ - n n—k_ k
(x+y) —<O)$ —I—(l)x y+<2>x Y +...+(n)y —kZ_O(k>x y©.

Zadatak 1.60 Odredi koeficijente u razvoju binoma (z + y)*.

Uobicajilo se binomne koeficijente prikazivati u tzv. Pascalovom trokutu, koji nastaje tako da
se u n—tom retku trokuta poredaju binomni koeficijenti (Z) zak=0,1,...,n.

(s)

Uocimo da za binomne koeficijente vrijedi:

L (3) = () =1 za svaki n € NU {0},



1.4. BINOMNI POUCAK 17

2. (") + (kil) ) (Zi}) za svaki n, k € NU {0} sa svojstvom k < n,

3. (3) = (") za svaki n,k € NU{0} sa svojstvom k < n.

Pomocu ovih svojstava Pascalov trokut se jako lako izgraduje. Naime, prvo svojstvo znaci da se
na vanjskom rubu trokuta nalaze jedinice. Drugo svojstvo kaze da svaki unutarnji element trokuta
nastaje kao zbroj dva elementa trokuta koji se nalaze neposredno iznad njega. Konacno, trete
svojstvo kaze da je Pascalov trokut simetri¢an s lijeva na desno. Sada lako izgradujemo Pascalov
trokut sa konkretnim vrijednostima binomnih koeficijenata:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Zadatak 1.61 Odredi koeficijente u razvoju binoma (x + 2)°.
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POGLAVLJE 1.

OSNOVE MATEMATIKE



Poglavlje 2

Realne funkcije realne varijable

2.1 Definicija funkcije

Definicija 2.1 Funkcija je uredena trojka koja se sastoji od skupa X koji se zove domena, skupa
Y koji se zove kodomena, te pravila preslikavanja f koje svakom elementu domene pridruzuje toé¢no
jedan element kodomene.

Uobicajilo se funkciju zapisivati sa f : X — Y, f(z) = y. Spomenimo jos§ neke nazive vezane za
funkciju: skup X se naziva jos i podruéje definicije funkcije, skup Y se naziva podrucje vrijednosti
funkcije, & se naziva nezavisna varijabla, y se naziva zavisna varijabla, a ako je y = f(z), onda
kazemo da je y funkcijska vrijednost funkcije f u tocki z, ili jo§ da je y slika od x, a x praslika od vy,
ili jos da se z preslikao u y. Takoder, domena funkcije f se ponekad oznacava sa D(f), a kodomena

sa KC(f).

Definicija 2.2 Neka je f: X — Y funkcija. KaZemo da je f realna funkcija realne varijable, ako
vriedi X CR 1Y CR.

U daljenjem tekstu ¢emo kod svakog spomena funkcije smatrati da se radi o realnoj funkciji
realne varijable, osim ako nije izri¢ito navedeno drugacije.

Definicija 2.3 Slika funkcije f : X —'Y je skup
R(f)={f(x):2€ X} CY CR.

Dakle, neformalnije mozemo reéi da je slika R(f) funkcije f skup funkcijskih vrijednosti funkcije
f- Uocimo da je slika funkcije po definiciji podskup kodomene.

Definicija 2.4 Graf funkcije f : X — Y je skup
I'y={(z,f(z):z2e X} CX xY CRxR.

Uoc¢imo da je, za razliku od slike funkcije koja je definirana kao skup tocaka, graf funkcije
definiran kao skup uredenih parova. Dakle, slika funkcije je skup realnih brojeva koji se graficki
prikazuje na pravcu, dok je graf funkcije skup uredenih parova realnih brojeva koji se graficki

19
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YA

glika T~ r--m=ms !

A 4

domena

Slika 2.1: Domena, slika i graf funkcije.

prikazuju kao toc¢ke ravnine. Geometrijska interpretacija pojma domene, slike i grafa funkcije
prikazana je na Slici

Jako je vazno uociti da, obzirom na definiciju funkcije, ne moze svaka krivulja predstavljati graf
funkcije. Naime, da bi neka krivulja bila graf funkcije, potrebno je da svaka tocka x domene ima
toéno jednu sliku y = f(z) u kodomeni (vidi Sliku [2.2).

a) b) c)
Y YA Yy

"

o~

=V

a +-

o N
)\ 4

o+ -

s i mimn i
=Y

Slika 2.2: Krivulja: a) nije graf funkcije f : [a; b] — R jer postoje x € [a, b] koji nemaju sliku; b) nije
graf funkeije f : [a;b] — R je postoje z € [a, b] koji imaju vige od jedne slike, ¢) jest graf funkcije
f :]a;b] — R jer svaki z € [a,b] ima toéno jednu sliku.

Dakle, svaki graf funkcije je krivulja, no svaka krivulja nije graf funkcije. Na pitanje kako
prepoznati krivulju koja predstavlja graf funkcije, odgovor nam daje sljedeta napomena.

Napomena 2.5 Ravninska krivulja predstavlja graf funkcije ako i samo ako svaki vertikalni pravac
sijece krivulju u najvise jednoj tocki.

Ako krivulja predstavlja graf funkcije, onda je domena funkcije projekcija krivulje na os z, dok
je slika funkcije projekcija krivulje na os y (vidi Sliku. Sada zelimo formalno definirati pojmove
jednakosti i kompozicije funkcija.

Zadatak 2.6 Skiciraj graf neke funkcije f koja ima: a) domenu D(f) = (—1,+00) i sliku R(f) =
(—0,2); b) domenu D(f) = (—00,3) i sliku R(f) = [1,+00).
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a) b)
YA YA
—] o
@ iz
c) d)
YA Y
i T

Slika 2.3: Krivulja: a) predstavlja graf funkcije f sa domenom D(f) = R i slikom R(f) = (0, +0o0),
b) predstavlja graf funkcije f sa domenom D(f) = (0, 400) i slikom R(f) = R, c) predstavlja graf
funkcije f sa domenom D(f) =R i slikom R(f) = [0,400), d) ne predstavlja graf funkcije.

Zadatak 2.7 Skiciraj graf neke funkcije f za koju je: a) D(f) = [-1,3) i f(1) = 3; b) D(f) =
0, +00), £(0) =2 i f(2) = 0.

Neka je f funkcija s domenom D(f). Kazemo da je z € D(f) nultocka funkcije f ako je f(z) = 0.
Kazemo da je f pozitivna na skupu X C D(f) ako je f(x) > 0 za svaki x € X, a kaZemo da je f
negativna na skupu X C D(f) ako je f(x) < 0 za svaki z € X.

Zadatak 2.8 Skiciraj graf neke funkcije koja: a) ima nultotke x4 = —1 i x9 = 2, b) ima nultocku
x1 =3, ¢) nema nultotaka.

Zadatak 2.9 Skiciraj graf neke funkcije koja je: a) pozitivna na (0,2), a negativna na (2,400); b)
pozitivna na {(—1,3), a negativna na (—oo, —1) U (3, 400).

Zadatak 2.10 Skiciraj graf neke funkcije [ za koju jednadzba f(x) = 2: a) ima dva rjedenja; b)
ima samo jedno rjesenje; c) nema rjesenja. Rjesenja jednadzbe naznaci na skici.

Definicija 2.11 Dwvije funkcije su jednake ako im je jednaka domena, kodomena i pravilo preslika-
vanja.

Definicija 2.12 Neka su f: X =Y ig:Y — Z dvije funkcije. Funkcija go f: X — Z definirana
pravilom (go f)(x) = g(f(z)) naziva se kompozicija funkcija f i g.

Uocimo da je opéenito go f # f o g. Naime, kompozicija najcesée nije definirana u oba poretka,
a i kad jest definirana najcesce je razlicita.
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Cesto nam je jako vazno znati kako ponistiti djelovanje funkcije f na elementu z, tj. za zadanu
sliku f(z) € R(f) pronaéi prasliku € D(f).
Definicija 2.13 Za funkciju f : X — Y kaZemo da je:

1. injekcija ako za svaki x1,x9 € X wvrijedi: ako je x1 # xo onda je i f(x1) # f(x2),

2. surjekcija ako za svakiy € Y postoji x € X takav da je f(x) =1y,

3. bijekcija ako je f i injekcija i surjekcija.

Pogledajmo sto definicija injekcije, surjekcije i bijekcije znaci graficki. Naime, da bi neka krivulja
bila graf bijekcije, potrebno je da svaka tocka y kodomene (surjektivnost) ima to¢no jednu prasliku
2 u domeni (injektivnost). Ovo svojstvo bijekcije ilustrirano je Slikom m Uoc¢imo da kod funkcije

koja je bijekcija slika funkcije mora biti jednaka kodomeni. Dakle, na pitanje kako prepoznati
krivulju koja predstavlja graf bijekcije, odgovor nam daje sljedeta napomena.

a) b) c)
YA Yy Yy
d- _____________
A’_/T
ct--9——"--- k-
; |

Slika 2.4: Krivulja: a) nije graf bijekcije f : [a,b] — [c,d] jer postoje y € [c, d] koji nemaju pasliku;
b) nije graf bijekcije f : [a,b] — [c,d] je postoje y € [c,d] koji imaju vise od jedne praslike, c) jest
graf bijekcije f : [a,b] — [c¢,d] jer svaki y € [¢,d] ima to€no jednu prasliku.

Napomena 2.14 Ravninska krivulja predstavija graf bijekcije ako i samo ako i svaki vertikalni i
svaki horizontalni pravac sijece krivulju u najvise jednoj tocki.

Ako krivulja predstavlja graf bijekcije, onda je domena funkcije projekcija krivulje na os x, dok
je kodomena funkcije projekcija krivulje na os y (vidi Sliku .

Zadatak 2.15 Skiciraj graf neke bijekcije koja ima: a) domenu (0,+00) i kodomenu (—1,1); b)
domenu (—1,1) i kodomenu R.

Bijekcija je vazan pojam, jer se samo za funkcije koje su bijekcije moze za svaki element y = f(z)
kodomene jednozna¢no odrediti praslika = iz domene. Funkcija koja pronalazi prasliku za funkciju
f nazivat ¢e se inverznom funkcijom funkcije f. Definirajmo taj pojam formalno.

Definicija 2.16 Nekaje f : X — Y funkcija. Inverzna funkcijo funkcije f je funkcija f~1:Y — X
sa svojstvom da je f~1(y) = x ako i samo ako je f(z) =y.

Moze se pokazati da za inverznu funkciju vrijedi sljedece:
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a) b)
YA YA
J o
T T
¢) d)
YA y
__________}.._¥.
ZT x
mmﬁ ______________

Slika 2.5: Krivulja: a) predstavlja graf bijekcije f sa domenom D(f) = R i kodomenom K(f) =
(0, +00) , b) ne predstavlja graf bijekcije, ¢) ne predstavlja graf bijekcije, d) predstavlja graf bijekcije
f sa domenom D(f) = R\{0} i kodomenom K(f) = (—oo0, —1) U (1, +00) .

—_

inverzna funkcija f~! postoji ako i samo ako je funkcija f bijekcija,
2. inverzna funkcija f~' je i sama bijekcija,

3. inverz funkcije f~! je funkcija f,
4

. djelovanje medusobno inverznih funkcija se medusobno ponigtava (tj. vrijedi f=1(f(z)) =z
za svaki z € X, te f(f~1(y)) =y za svakiy € Y).

Konacno, postavlja se pitanje kakva je veza grafova funkcije f i njenog inverza f~!. Uocimo
sljedece: obzirom da je f~!(y) = z ako i samo ako je f(z) =y, slijedi da je (y,z) € T'y-1 ako i samo
ako je (z,y) € I'y. Obzirom da su tocke (z,y) i (y, ) medusobno simetri¢ne obzirom na simetralu
prvog i treteg kvadranta, zaklju¢ujemo sljedece.

Napomena 2.17 Grafovi funkcije f i njoj inverzne funkcije f=' su medusobno simetriéni obzirom
na simetralu prvog i treteg kvadranta.

Ova napomena ilustrirana je Slikom 2.6l Kona¢no, obzirom da je inverzna funkcija jako korisna,
postavlja se pitanje sto sa funkcijama koje nisu bijekcije i nemaju inverz. Za takve funkcije suza-
vanjem domene mozemo posti¢i da postanu injektivne, a suzavanjem kodomene mozemo postici
da posti¢i da postanu surjektivne. Suzavanje domene ili kodomene se naziva jos$ i restrikcija, pa
definirajmo formalno taj pojam.

Definicija 2.18 Neka su f : X - Y i f': X' =Y’ funkcije. Katemo da je funkcija f' dobivena
iz funkcije f:
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a) b)
Y YA

L

sY

]Y

Slika 2.6: Graf: a) funkcije f koja je bijekcija, te b) njoj inverzne funkcije f~1.

1. restrikcijom domene, ako je X' C X, Y' =Y, te f'(x) = f(z) za svaki z € X',
2. restrikcijom kodomene, ako je X' = X, Y' CY, te f'(z) = f(x) za svaki x € X'.
Funkcija dobivena restrikcijom domene ili kodomene naziva se restrikcija.

Dakle, ako funkcija nije surjekcija, onda suzimo kodomenu na sliku funkcije (ovo suzenje se ne
reflektira na grafu funkcije), a ako funkeija nije injekcija, onda suzimo domenu do bijekcije (ovime
"brigemo" dio grafa). Time se dobiva restrikcija funkcije koja je bijekcija i ima inverz (vidi Sliku

o)
a) b) c)

YA ) Y 2
.
L
2
;
;
/ -
/
y
’
A A ’I
7

=Y

=Y
=V

/

Slika 2.7: Graf: a) funkcije koja nije bijekcija, b) njene restrikcije do bijekcije, ¢) inverza restrikcije.

2.2 Zadavanje funkcija

Funkcija se moze zadati na vige nac¢ina: 1) tabli¢no, 2) eksplicitno, 3) implicitno, 4) parametarski.

Tabli¢no zadavanje funkcije

Funkcija f moze se zadati tablicom

T ‘—1 0
@ [ -1 2

DO pof—
wing W
\
[y
[
[\
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Ovakav nacin zadavanja funkcije moze biti koristan u praksi. Naime, ¢esto se funkcijom modeliraju
razlicite fizikalne pojave, pa se moze dogoditi da je pri eksperimentalnim mjerenjima izmjerena vri-
jednost samo u odredenom kona¢nom broju to¢aka. Tada se vrijednost funkcije u ostalim tockama
interpolira glatkim krivuljama (naj¢esée su to polinomi).

Eksplicitno zadavanje funkcije

Eksplicitno se funkcija f zadaje analitickim izrazom koji sadrzi varijablu x, a po kojem se izracunava
vrijednost f(z). Primjeri za to su
z—1

flx)=2x—1, f(z) =22 f(x):m,

Prirodna domena eksplicitno zadane funkcije f je najveéi podskup skupa R za cCije elemente je
vrijednost analitickog izraza f(z) dobro definirana. Primjerice, za funkcije

fl@) = —=ig(z) = Va+2

r—1

vrijedi da im je prirodna domena jednaka

D(f) = R\{1} i D(g) = [-2, +00) .

Uobicajio se sljede¢i dogovor: ako je funkcija f zadana eksplicitno analitickim izrazom, pri ¢emu
nije navedena domena, onda se podrazumijeva prirodna domena. Primjerice, ako su funkcije f i g
zadane sa

fla) =i gla) = L2210

one nisu medusobno jednake, jer se podrazumijeva prirodna domena za obje funkcije, a ona za ove
dvije funkcije nije ista. Naime, vrijedi

D(f) =R i D(g) = R\{1}.
Zadatak 2.19 Ako je funkcija zadana eksplicitno izrazom:
a) f(@) = 35, b) fl@)=v2-2, o f(z)=e"",
koliko je f(x + 3)?
Zadatak 2.20 Ako je funkcija zadana eksplicitno izrazom f(x) = x + %, koliko je:
a) f(2), b) f(Vx), ¢ f(=1)?
Zadatak 2.21 Ako je funkcija zadana eksplicitno izrazom f(x) = z+ %, pokaZi da je f(%) = f(z).
Zadatak 2.22 Ako je funkcija zadana eksplicitno izrazom:
a) f(z) =345, b) flz)=vz—4,
Sto je njena domena?
Zadatak 2.23 Ako su funkcije f i g zadane eksplicitno izrazom:
a) fz) =1ig(x) =7, b) f) = /(a?) ig(w) = (Va)?,
¢) flx) =Ina? ig(x) =2Inxz, d) f(z)= i ig(x) = ﬁ,

jesu li one jednake?
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Implicitno zadavanje funkcije

Jednadzbom
F(z,y) =0

najceste je zadana opcenita krivulja u ravnini. Medutim, ako postoje skupovi X C RiY C R
sa svojstvom da za svaki x € X postoji to¢no jedan y € Y takav da je F(z,y) = 0, onda je
tom jednadzbom implicitno zadana funkcija f : X — Y za koju je f(z) = y ako i samo ako je
F(xz,y) =0.

Zadatak 2.24 Koliko je funkcija i kojih implicitno zadano jednadzbom:
a) 2’ +y—1=0, b)x+y+sinzy =0, c)a?+y?=1,
d)(z =172+ (@y-20°=1 e az=y> f)z=y*—2y?

Skiciraj grafove svih tih funkcija.

Parametarsko zadavanje funkcije

Neka su ¢, : I — R funkcije definirane na intervalu I C R. Jednadzbom

z = p(t)
{y:’l/)(t) zat€l,

najceste je zadana opcenita krivulja u ravnini. Medutim, ako je ¢ injekcija, tada ¢e ovim jed-
nadzbama biti zadana funkcija f : X — Y (pri ¢emu je X = R(p)) definirana pravilom f(z) =y
ako i samo ako je © = ¢(t) 1 y = ¢(t) za neki ¢ € I. Eksplicitni (implicitni) oblik funkcije dobivamo
eliminacijom varijable ¢ iz sustava jednadzbi.

Zadatak 2.25 Odredi ekcplicitnu ili implicitnu jednadzbu za funkciju zadanu parametarski sa:

a){xZQCOSt za t € 0,27, b){xZBCOSt za t € [0,27],

yZQSth y:2blnt
r=t r=+t+1+t
C){y:t2+1 zat € R, d){y—sint+t2 zat € [—1,400).

Skiciraj grafove svih tih funkcija.

2.3 Elementarne funkcije

2.3.1 Osnovne elementarne funkcije
Osnovne elementarne funkcije su:

e konstanta,

e opca potencija,

e eksponencijalna i logaritamska funkcija,

e trigonometrijske i ciklometrijske funkcije.

Definirajmo sada redom sve te funkcije.
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Konstanta
Definicija 2.26 Neka je c € R. Konstanta je funkcija

fR—=R,
f@) =c.

Graf konstantne funkcije prikazan je na Slici

YA

HV

Slika 2.8: Graf konstantne funkcije f(z) = c.

Opca potencija
Neka je n € N prirodan broj. Za = € R definiramo brojeve

n o {x zan =1

)

2" .z zan>2
1

x = —
xn

. 1. a2
te brojeve z=» i 7% sa

3=

xL:y e yn:z7

T

3=

n

=y < Yy =u

ES
n

Takoder, definiramo 2% = 1. Uo¢imo da brojevi z”, ™7, zw iz~ w nisu dobro definirani za svaki
x € R. Naime, broj £~ nije definiran za x = 0, dok je u slu¢aju parne potencije n broj zw definiran
samo za x > 0, a broj 2~ samozaz > 0. Nadalje, da bi brojevi zwigTw bili jednoznaé¢no odredeni,
za parne potencije n se moramo ograniciti na y > 0.

Neka je ™ € Q racionalan broj, pri cemu su m i n relativno prosti brojevi (tj. nemaju zajednickih
djelitelja osim jedinice). Za = € R definiramo broj z 7 sa

T = (zw)™
uvijek kad je navedeni broj dobro definiran. Konac¢no, neka je p € I iracionalan broj. Za x € R broj
2P se moze definirati kao supremum/infimum potencija racionalnim brojem, a za preciznu definiciju
¢itatelja upucujemo na literaturu.
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Uoc¢imo da smo ovim uveli broj 2" za svaku realnu potenciju r € R, a koji je dobro definiran za
svaki x > 0, dok postojanje tog broja za x < 0 ovisi o potenciji r.

Definicija 2.27 Neka je n € N prirodni broj. Potenciranje:

1. brojem n je funkcija
f:R—=R
f@) =am
2. brojem —n je funkcija
f:R\{0} = R
flz) =a™
Funkcije iz prethodne definicije su bijekcije za neparne potencije n, dok za parne potencije

domenu funkcije moramo restringirati da bi bile bijekcije. Naravno, u oba slu¢aja je kodomenu

potrebno restringirati na sliku funkcije. Inverzi tih funkcija su potenciranje brojem % i brojem —1

n
redom, pa definirajmo formalno te funkcije.
Definicija 2.28 Neka je n € N prirodni broj. Potenciranje:

1. brojem % za je funkcija

pri emu je D(f) = [0,+00) za n paran, a D(f) =R za n neparan;

2. brojem f% je funkcija

f:D(f) =R
fla)=a~*
pri éemu je D(f) = (0,4+00) za n paran, a D(f) = R\{0} za n neparan.

Da bi funkcije iz prethodne definicije formalno bile bijekcije, potrebno je kodomenu restringirati
na sliku funkcije. Grafovi funkcija iz prethodne dvije definicije prikazani su na Slici [2.10]

Definicija 2.29 Neka je 7 € Q racionalan broj, pri cemu su m i n relativno prosti brojevi. Po-
tencirange brojem * je funkcija

pri cemu je D(f) prirodna domena.

Nectemo potanko analizirati kako izgleda graf potencije racionalnim brojem, samo ¢emo kao
primjer navesti funkciju f(x) = x5 iz te klase koja je zanimljiva jer njen graf ima "$pic" (vidi Sliku

2.9).

Definicija 2.30 Neka je p € 1 iracionalan broj. Potenciranje brojem p je funkcija

f:(0,+00) = R,
f(z) = aP.
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HV

Slika 2.9: Graf funkcije f(z) = z3.

Eksponencijalna i logaritamska funkcija

Neka je a € (0,+00) \{1} realni broj. Za = € R broj a® je ve¢ definiran kao potencija, a mozemo
definirati i broj log, = kao inverz sa

log,z =y & ad¥ =x.

Uocimo da je broj log, « definiran samo za z > 0. Broj log, = se naziva logaritam, broj a se naziva
baza logaritma, a broj = se naziva logaritmand. Iz definicije logaritma zaklju¢ujemo: logaritam je
broj kojim se potencira baza da bi se dobio logaritmand. Sada moZzemo definirati eksponencijalnu
i logaritamsku funkciju.

Definicija 2.31 Neka je a € (0,+00) \{1} realni broj. FEksponencijalna funkcija s bazom a je
funkcija

f:R —(0,+00),

F(2) = a”

Eksponencijalna funkcija je bijekcija, te ima inverznu funkciju. Inverz eksponencijalne funkcije
naziva se logaritamska funkcija. Definirajmo formalno logaritamsku funkciju.

Definicija 2.32 Neka je a € (0,+00) \{1} realni broj. Logaritamska funkcija s bazom a je funkcija
f:(0,400) = R,
f(z) =log, x.

Ako je baza logaritma Eulerova konstanta e, onda pisemo log, z = Inz. Ako je baza logaritma
10, onda pisemo log,, z = logz. Graf eksponencijalne i logaritamske funkcije prikazan je na Slici

21T

Trigonometrijske i ciklometrijske funkcije

Neka je # € R realni broj. Zelimo definirati brojeve sinz, cosz, tgz i ctga. U tu svrhu potrebna
nam je centralna kruznica radijusa jedan (koja se naziva trigonometrijska kruznica), te vertikalni
brojevni pravac ¢ije ishodiste tangira trigonometrijsku kruznicu u tocki T'(1, 0) kako je to prikazano
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Slika 2.10: Graf funkcije: a) f(z) = 2™ za paran n; b) f(z) = = za paran n; ¢) f(z) = 2" za
neparan n; d) f(z) = T® za neparan m; e) f(z) = x~™ za paran n; f) f(z) = 277 za paran n; g)
f(x) = 2™ za neparan n; h) f(z) = 2~ % za neparan n.
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Slika 2.11: Graf funkcije: a) f(z) = a” za a € (1,4+00); b) f(z) = log,z za a € (1,+00); c)
f@)=a"zaa€{0,1);d) f(z) =log,z zaac (0,1).

na Slici Tangencijalni brojevni pravac namatamo na trigonometrijsku kruznicu, te neka se u

tom namatanju to¢ka x brojevnog pravca namota u to¢ku T}, kruznice. Sada je broj cos x definiran

kao apscisa tocke T, dok je broj sinz definiran kao ordinata tocke T, tj. vrijedi T, (cosz,sinx).
Nadalje, definiramo brojeve tgx i ctgx sa

sinz | cosT
tgx = 1 ctgx =
cos T

sinx’

Uo¢imo da broj tg = nije dobro definiran za = € {%’T : k € Z}, dok broj ctg x nije dobro definiran za
x € {km : k € Z}. Geometrijsko znacenje brojeva tgx i ctgx prikazano je na Slici a slijedi iz
sli¢nosti trokutova. Konac¢no, sada mozemo definirati i brojeve arcsin z, arccos x, arctg x i arcctg x
sa

arcsinz =y <& siny =z,
arccosT =y < Cosy = X,
arctgr =y & tgy=uz,

arcctgr =y <& ctgy==x.

Uocimo da su brojevi arcsinx i arccos z dobro definirani samo za z € [—1,1]. Takoder, da bi ovi

brojevi bili jednozna¢no definirani, kod arcsinz moramo ograniciti na y € [—%, 5], kod arccosx

na y € [0,7], kod arctgz na y € (—%,%), a kod arcctgz na y € (0,7). Sada mozemo definirati
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Slika 2.12: Namatanje brojevnog pravca na trigonometrijsku kruznicu, te definicija brojeva sin x i
cos .

trigonometrijske i ciklometrijske funkcije, koje realnim brojevima x pridruzuju brojeve koje smo
upravo definirali.

a) b)

Slika 2.13: Geometrijsko znacenje brojeva tgz i ctgx.

Definicija 2.33 Trigonometrijske funkcije su:

1. funkcija sinus definirana sa
fR—=R,
f(z) =sinz;

2. funkcija kosinus definirana sa
fR—=R,
f(x) = cosz;

3. funkcija tangens definirana sa

fR{& :keZ} - R,
f(z) =tga;
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4. funkcija kotangens definirana sa

f:R\{km:keZ} - R,
flx) =ctgz.

Nijedna trigonometrijska funkcija nije bijekcija na cijelom podruéju definicije, ali ako se napravi
restrikcija, onda postoji inverzna funkcija. Inverzne funkcije (restringiranih) trigonometrijskih
funkcija nazivaju se ciklometrijske funkcije.

Definicija 2.34 Ciklometrijske funkcije su:

1. funkcija arkus sinus definirana sa

f[-1,1]—[-%,%],
f(z) = arcsinz;

2. funkcija arkus kosinus definirana sa

f : [717 1] - [O’W]}
f(z) = arccos z;

3. funkcija arkus tangens definirana sa

fiR=(=5,3),
f(z) = arctg x;

4. funkcija arkus kotangens definirana sa

fiR—=(0,m),
f(z) = arcctg .

Grafovi trigonometrijskih i ciklometrijskih funkcija prikazani su na Slici 2.14]

2.3.2 Racunske operacije s funkcijama

Sada zelimo uvesti definiciju pet ra¢unskih operacija s funkcijama, pomocu kojih se iz dvije zadane
funkcije dobiva nova funkcija. Tih pet operacija su zbrajanje, oduzimanje, mnozenje, dijeljenje i
kompozicija funkcija.

Definicija 2.35 Neka su f i g dvije funkcije. Funkcije f+g, f—g, f-g i 5 definiramo sljedecim
pravilom:

LA(f+9)(x) = f(z) + g(2);

2. (f—9)(x) = f(z) — g(2);

3. (f-9)(x) = f(z) - g(z);
Iy = f@)

4. (g)( ) @)
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arccos x;

= cosz; d) f(x)

arcsinz; ¢) f(x)

ctgz; h)_f ()

sinz; b) f(x)

arctg z; g) f(x)

Slika 2.14: Graf funkcije: a) f(x)

arcctg x.

tgz; f) f(x)

e) f(x)
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Kompoziciju funkcija smo ve¢ definirali, no podsjetimo se na definciiju.

Definicija 2.36 Neka su f i g dvije funkcije. Kompozicija gof funkcija f i g definirana je pravilom
(g0 f)(x) = g(f(x)).

Primjerice, ako su zadane funkcije f(z) = x + 1, g(x) =sinz i h(z) = %, onda vrijedi

(f+goh)z) = f(x)—l—g(h(x)):x—i-l—&-siné,
I v = T@ s _wtl w]
(=10 = oy =) he) = =5

(folg-M)x) = flg(z) h(z))=——+1.

2.3.3 (Slozene) elementarne funkcije

Obzirom da smo uveli nekoliko osnovnih elementarnih funkcija, te pet racunskih operacija s funkci-
jama, sada moZemo iz tog relativno malog temelja graditi cijelo mnostvo razli¢itih funkcija koje
¢emo nazivati slozenim elementarnim funkcijama.

Definicija 2.37 Slozene elementarne funkcije su sve funkcije koje nastaju iz osmovnih elemen-
tarnih funkcija primjenom konatno mnogo puta pet ratunskih operacija s funkcijama (zbrajanje,
oduzimangje, mnoZenje, dijeljenje i kompozicija funkcija).

Definicija 2.38 FElementarne funkcije su sve osnovne i sve sloZene elementarne funkcije.

Primjerice, elementarne funkcije su

2
%, g(z) = x41—2 +1In(z? — 1), h(z) = = + arctg \/%,
te skoro sve druge funkcije kojima se ¢ovjek na brzinu moze domisliti. Razlog tome je sto veliku
vecinu vremena koristimo upravo elementarne funkcije, iako je klasa elementarnih funkcija tek mali
dio "svijeta" svih funkcija koji je puno &iri. Elementarne funkcije se tako Cesto koriste, da je
zapravo tegko domisliti se primjeru funkcije koja nije elementarna. Primjerice, funkcije f(x) = ||
i g(x) = 2” koje ne djeluju kao elementarne su ipak elementarne, jer vrijedi

F@) = ol = VB i glw) = a* = el

pa vidimo da i one nastaju iz osnovnih elementarnih funkcija primjenom pet ra¢unskih operacija s
funkcijama. Kako onda uopce izgleda neka funkcija koja nije elementarna? Primjeri funkcija koje
nisu elementarne su

fz) =

T za x > 1 za r €1

f(x)_{—;c za r <1 ig(x)—{(l) zaxw € Q

¢iji grafovi su prikazani na Slici [2.15
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Slika 2.15: Grafovi funkcija koje nisu elementarne.

2.3.4 Neke klase slozenih elementarnih funkcija
Neke cesto koristene klase slozenih elementarnih funkcija su:

e polinomi,

e racionalne funkcije,

e hiperbolne i area funkcije.

Definirajmo sada redom sve te funkcije.

Polinomi

Definicija 2.39 Neka je n € NU{0}. Polinom stupnja n je svaka funkcija

pn:R—R,
() = apa™ + ap_12" 1+ ...+ arz + ag,

pri cemu su a; € R realni koeficijenti, te a,, # 0.

Neformalnije rec¢eno, polinom je linearna kombinacija opé¢ih potencija z™ za n € NU {0}. U poli-
nomu stupnja n koeficijent a,, se naziva vodeti koeficijent, a ag se naziva slobodni ¢lan. Primjeri
polinoma su

p(r) = 2% — 32 4 2 - polinom stupnja 3,
p(z) =3z —2 - polinom stupnja 1,
p(r) = 2™ +1021° + 2723 - polinom stupnja 14,
p(m) =5 - polinom stupnja 0.

Uocimo, dakle, da se i konstantna funkcija moze smatrati polinomom i to polinomom stupnja nula.
Nadalje, prema osnovnom teoremu algebre svaki polinom stupnja n > 1 ima to¢no n nultocaka
Z1,...,T, koje mogu biti:

e realne i kompleksne (kompleksne dolaze u kompleksno konjugiranom paru),

o jednostruke i viSestruke,
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pa se polinom stupnja n moZe faktorizirati sa

pu(z) = apr"+an_ 12"+t ar+ag =

an(z— 1) —22) o (T — xp).

Faktori koji odgovaraju viSestrukoj nultocki se ¢esto zapisu kao jedan faktor pod potencijom, a
faktori koji odgovaraju paru kompleksno konjugiranih nultocaka se medusobno pomnoze da se
izbjegnu kompleksni brojevi. Primjerice, vrijedi

pz) = 28 —22141=
= 1) 122 1) =
= (-1(z-DE+1)(z+)(z—19)(z+i)(z—1i)(x+1),

pa vidimo da ovaj polinom stupnja 8 ima to¢no 8 nultocaka, te se faktorizira sa 8 faktora, ali ¢este
se koristi zapis sa tri faktora pod potencijama.

Zadatak 2.40 Koja od sljedetih funkcija je polinom i kojeg stupmja:

a) p(z) =22 +2x -3, b)p(z)= 1221, c)plx) =17,
d) p(z) = 2% + sin, e) p(z) = 32% — 222, f) p(z) =2 + 271,

Zadatak 2.41 Koliko nultoéaka ima polinom:
a) p(z) =% - 322 +5, b)px)=at—x+1, ¢)plx)=a+23-2.
Mogu li sve nultocke tog polinoma biti kompleksne?

Racionalne funkcije

Definicija 2.42 Racionalna funkcija je svaka funkcija oblika

r:D(r) — R,
r(z) = Pm(2)

pri emu je py () polinom stupnja m, g, (x) polinom stupnja n, a D(r) = R\{z : g,(z) = 0}.
Neformalnije rec¢eno, racionalna funkcija je razlomak polinoma. Primjeri racionalnih funkcija su

T a3 2% +2
0=y W= gy "=y

Definicija 2.43 Racionalna funkcija je:

e prava, ako je stupanj polinoma u brojniku mangi od stupnja polinoma u nazivniku,

e neprava, ako je stupanj polinoma u brojniku veci ili jednak od stupnja polinoma u nazivniku.
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Primjeri pravih racionalnih funkcija su

T 2
r(x)*x3_1ar(x)*$2+4x+4a
dok su sljedece racionalne funkcije primjeri nepravih racionalnih funkcija
23 +3 2?2 +22 -1
T

Teorem 2.44 Svaka neprava racionalna funkcija moZze se prikazati kao zbroj polinoma i prave
racionalne funkcije.

Postupak kojim se neprava racionalna funkcija rastavlja na zbroj polinoma i prave racionalne
funkcije je dijeljenje polinoma. Primjerice, dijeljenjem polinoma u brojniku i nazivniku dobivamo
sljedece

3x3 + 7x? — b —2x 42
— T = 3r—2+ S a1
¢ +3x+1 ~—— s+ 3x+1
N—— polinom ——
neprava racionalna f-ja prava racionalna f-ja

Prava racionalna funkcija se dalje moze rastaviti na zbroj jednostavnijih razlomaka postupkom koji
se zove rastav na parcijalne razlomke. Postupak rastava prave racionalne funkcije na parcijalne
razlomke provodi se na sljede¢i nacin:

1. faktorizira se polinom u nazivniku racionalne funkcije,

2. faktoru oblika (x — a)™ odgovara zbroj parcijalnih razlomaka

Ay . Ay T Ay
(x—a) (z—-a)? ~~  (z—a)’

3. faktoru oblika (22 + bx + ¢)" odgovara zbroj parcijalnih razlomaka

Bix+ C; Box + Cy n B,z + C,
(@2 +br+c) (24+br+c)2 T (22+br+o)

a onda je racionalna funkcija jednaka zbroju svih parcijalnih razlomaka za sve faktore nazivnika.
Nepoznati koeficijenti A;, B; i C; se odreduju metodom nepoznatih koeficijenata. Primjerice, vrijedi

2z A B C
@17 ~ o-1 @=12  @-1p®
x?2 -3 Az +8B Cr+D
(2 4+z+1)2  2242+1 (22+2+1)2
3u+12 A B c
CrD@—22 41 z-2 @-22
9z% + 18  Az+B  Cz+D Ex+F
@+ 122+ @1 @0 24d
2x2 — 8 B A Bx+C
(z+1)(22+1) P R R

Koeficijente A, B, C, D, E i F bi dalje trebalo odrediti metodom nepoznatih koeficijenata, $to
ostavljamo citatelju za vjezbu.
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Zadatak 2.45 Koja od sljedetih funkcija je racionalna:

2
o) r(w) = 115, b)r(@) =g, o) rla) = 5,
3~z z+1 T

d)r(r) = 355, or@)=Jm Hrl) =35

Zadatak 2.46 Koja od sljedetih racionalnih funkcija je prava, a koja neprava:

z? z2 4
(l) T(‘T) = 1;2272 b) 7"(.’17) = ajfﬁ? C) T‘(.’II) = 5:; )

d)r(z) = 554, o) r@) = poaa [ r@) =%

Zadatak 2.47 Postavi formulu za rastav na parcijalne razlomke prave racionalne funkcije:
- 2
(l) T(‘Z‘) = (111527 b) T(l‘) = (wilJ)rs(ngle)’
3 2a°—
Crx:m7 d)’l"(l‘):m
Hiperbolne i area funkcije

Za broj x € R definiramo brojeve

T _ ,—x T —x h h
th:i) chx:i, thx:ﬂ) cthxzﬂ.
2 chz shx

Uoc¢imo da su ovi brojevi dobro definirani realni brojevi za svaki x € R, jedino cthz nije dobro
definiran za x = 0. Imaju¢i to u vidu, mozemo definirati hiperbolne funkcije.

Definicija 2.48 Hiperbolne funkcije su:

1. funkcija sinus hiperbolni definirana sa
fR—->R,
f(z) =sha;
2. funkcija kosinus hiperbolni definirana sa
fiR—[1,+00),
f(z) =chua;
3. funkcija tangens hiperbolni definirana sa
f:R—[-1,1],
f(z) = thua;

4. funkcija kotangens hiperbolni definirana sa

f iR\ {0} — (—o0,—1) U (1, 00},
f(z) = cthaz.
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Hiperbolne funkcije su korisne jer se rjesenja mmnogih fizikalnih problema izrazavaju pomoéu
njih. Kao i uvijek, zelimo pronaéi inverze definiranih funkcija. Definiramo brojeve

arshx =y < shy=ux,
archr =y & chy=nz,
arthr =9y < thy=ux,
arcthz =y << cthy=u=.

Obzirom na definiciju hiperbolnih funkcija, lako se pokaze da vrijedi

z+1
x—1

1+x
1—=x

1 1
arshz = In(x + V22 4+ 1), archz =Iln(z + V2?2 — 1), arthz = iln , arctha = 5 In

Sada mozemo definirati inverzne funkcije hiperbolnih funkcija koje se nazivaju area funkcije.
Definicija 2.49 Area funkcije su:

1. funkcija area sinus hiperbolni definirana sa

fTR—=R,
f(z) = arshz;

2. funkcija area kosinus hiperbolni definirana sa

f 1, 400) = [0, +00),
f(x) = archx;

3. funkcija area tangens hiperbolni definirana sa

f:(-1,1)> R,
f(z) = arth z;

4. funkcija area kotangens hiperbolni definirana sa

f (=00, =1) U (1, 00) — R\ {0},
f(x) = arcthz.

Grafovi hiperbolnih i area funkcija prikazani su na Slici [2.16]

2.4 Svojstva funkcija

2.4.1 Omedenost
Definicija 2.50 Neka je f: X — Y funkcija. Kazemo da je funkcija f :
1. omedena odozgor, ako postoji broj M € R sa svojstvom f(x) < M za svaki x € X;

2. omedena odozdol, ako postoji broj m € R sa svojstvom f(x) > m za svaki x € X;
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Slika 2.16: Graf funkcije: a) f(x) = shz; b) f(x) = arsha; ¢) f(z) = cha; d) f(z) = archz; e)
f(@) =thaz; f) f(z) = arctha; g) f(z) = cthaz; h) f(z) = arcthz.
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3. omedena, ako je omedena i odozgor i odozdol.
Pri tome se broj M naziva gornja meda, a broj m donja meda funkcije.

Uoc¢imo da omedenost funkcije zapravo znac¢i omedenost skupa funkcijskih vrijednosti, tj. slike
funkcije. Geometrijski interpretirano, funkcija je:

1. omedena odozgor, ako se cijeli graf nalazi ispod nekog horizontalnog pravca (pravac y = M),
2. omedena odozdol, ako se cijeli graf nalazi iznad nekog horizontalnog pravca (pravac y = m),

3. omedena, ako se cijeli graf nalazi izmedu dvaju horizontalnih pravaca (praveiy = miy = M).

Pojam omedenosti funkcije ilustriran je Slikom [2.17}

™

Slika 2.17: Graf funkcije: a) omedene samo odozgor, b) omedene samo odozdol, ¢) omedene, e)
neomedene.

Zadatak 2.51 Nabroji sve osnovne elementarne funkcije koje su: a) omedene samo odozgor, b)
omedene samo odozdol, ¢c) omedene.

2.4.2 (Ne)parnost
Definicija 2.52 Neka je f: X — Y funkcija. KaZemo da je funkcija f :
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1. parna, ako vrijedi f(—z) = f(x) za svaki z € X;

2. neparna, ako vrijedi f(—x) = —f(x) za svaki x € X.
Uoc¢imo sljedete: da bi funkcija f mogla biti parna ili neparna, domena X funkcije mora biti
simetri¢na obzirom na ishodiste. Takoder, funkcije naj¢esée nisu ni parne ni neparne. Geometrijski
interpretirano, funkcija je:

1. parna, ako je graf funkcije simetrican obzirom na os y;

2. neparna, ako je graf funkcije centralno simetri¢an obzirom na ishodiste.

Pojam (ne)parnosti funkcije ilustriran je Slikom Inace, naziv "(ne)parnost" potjece od toga
sto je funkcija f(x) = 2™ parna za parne n, a neparna za neparne n.

a) b)
YA Y A

HV
HV

Slika 2.18: Graf: a) parne funkcije, b) neparne funkcije.

Zadatak 2.53 Nabroji sve osnovne elementarne funkcije koje su: a) parne, b) neparne.

2.4.3 Periodi¢énost

Definicija 2.54 Neka je f : X — Y funkcija. Kazemo da je funkcija f periodicna, ako postoji broj
P € R sa svojstvom da je f(x+ P) = f(x) za svaki x € X. Broj P se tada naziva periodom funkcije
I

Uocimo sljedeée: da bi funkcija f mogla biti periodi¢na, domena X funkcije mora biti periodi¢na.
Najmanji period periodi¢ne funkcije naziva se osnovni period i oznacava sa Py. Pojam periodi¢nosti
funkcije ilustriran je Slikom [2.19]

Zadatak 2.55 Nabroji sve osnovne elementarne funkcije koje su periodicne i navedi im osnovni
period.
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Y A

Slika 2.19: Graf periodi¢ne funkcije s osnovnim periodom F.

2.4.4 Monotonost

Definicija 2.56 Neka je f : X — Y funkcija, te I C X otvoreni interval. Kazemo da je funkcija
f ma intervalu I:

1. monotono rastuca ako za svaki x1,x2 € I vrijeds

1 < 3 = f(x1) < fa);
2. monotono padajuca ako za svaki x1,xo € I vrijedi

1 < g = f(x1) > fla2).

Pojam monotonog rasta i pada ilustriran je Slikom Uoc¢imo da je na Slici kroz tocke
Ty (21, f(z1)) 1 To(xe, f(x2)) polozena sekanta, te je polozaj te sekante (rast ili pad) uvjetovan
monotono$tu funkcije. Geometrijski interpretirano, funkcija f na intervalu I je:

1. monotono rastuca, ako je svaka sekanta na graf na tom intervalu rastuca;

2. monotono padajuca, ako je svaka sekanta na graf na tom intervalu padajuca.

a) b)
Y A
f(z2)1

f(z1)1

Slika 2.20: Geometrijsko znacenje definicije: a) monotonog rasta, b) monotonog pada.
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Stovige, ova veza definicije monotonosti i izgleda sekante se moze i precizno matematicki pokazati,
ako uo¢imo da razlomak
fx2) — f(z1)

Xo — I

=tga =k

geometrijski predstavlja koeficijent smjera k; sekante na graf funkcije f polozene kroz tocke Ty (x1, f(z1))
i To(xq, f(x2)) (vidi Sliku . Iz definicije monotonog rasta funkcije slijedi da je taj razlomak
pozitivan, pa je sekanta rastuca, a iz definicije monotonog pada slijedi da je razlomak negativan,

pa je sekanta padajuca.

Slika 2.21: Razlomak W geometrijski znaci koeficijent smjera sekante na graf kroz tocke
T i ZTo.

Konac¢no, ako u definiciji monotonog rasta ili pada zahtijevamo da druga nejednakost bude
stroga, onda govorimo o strogom monotonom rastu ili padu (vidi Sliku [2.22)).

YA nijedno strogo,
oboje nestrogo
/ strogo strogo
rastuca padajuca
>
X

Slika 2.22: Geometrijsko znacenje (ne)stroge monotonosti.

Zadatak 2.57 Nabroji sve osnovne elementarne funkcije koje su na cijelom podruéju definicije: a)
rastuée, b) padajuce.
2.4.5 Zakrivljenost

Definicija 2.58 Neka je f: X — Y funkcija, te I C X otvoreni interval. KaZemo da je funkcija
f na intervalu I:
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1. konveksna ako za svaki x1,xs € I vrijedi

1+ o
2

f(x1) + f(2a)
2 b

I

) <

2. konkavna ako za svaki x1,xo € I vrijedi

1+ o
2

f(z1) +f(332)_

I ;

) >

Da bismo objasnili geometrijsko znacenje uvjeta konveksnosti ili konkavnosti funkcije, potrebno
je najprije uociti da razlomak
T1 + T2
e,

predstavlja funkcijsku vrijednost funkcije f na polovistu intervala [z, x2], dok razlomak

2

predstavlja vrijednost sekante na polovistu intervala [z, zo] (vidi Sliku [2.23). Geometrijski, defini-
cija zakrivljenosti se sada moze interpretirati na sljede¢i nacin: funkcija f na otvorenom intervalu
I je

1. konveksna, ako je odsjecak svake sekante iznad grafa funkcije,

2. konkavna, ako je odsjecak svake sekante ispod grafa funkcije.

Ova geometrijska interpretacija ilustrirana je Slikom Konaé¢no, ako u definiciji zakrivljenosti
zahtijevamo da nejednakost bude stroga, onda govorimo o strogoj konveksnosti ili konkavnosti (vidi

Sliku [2.25)).
YA

f(zxgm)]
f(z1)+f(z2) d
2

]

Slika 2.23: Geometrijsko znacenje razlomaka f(£5%2) i f(xl);f(“).

Zadatak 2.59 Nabroji sve osnovne elementarne funkcije koje su na cijelom podruéju definicije: a)
konveksne, b) konkavne.
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a) b)
YA YA

: . ~

Slika 2.24: Geometrijsko znacenje: a) konveksnosti, b) konkavnosti funkcije.

YA

strogo
konveksna

strogo
konkavna

K nijedno strogo,
oboje nestrogo

>
>

T

Slika 2.25: Geometrijsko znacenje (ne)stroge zakrivljenosti.

2.5 Konacni i beskonaéni skupovi

Definicija 2.60 KaZemo da su skupovi X i Y ekvipotentni, ako postoji bijekcija f: X — Y.

47

Neformalno, pojam ekvipotencije sebi mozemo predociti na sljedeéi nacin: dva skupa su ekvipo-

tentni ako imaju jednako mnogo elemenata.
Definicija 2.61 KaZemo da je skup X :

1. beskonacan, ako je ekvipotentan nekom svom pravom podskupu,

2. konacan, ako nije beskonacan.

Uoc¢imo da ovakva definicija neformalnije re¢eno znadi sljede¢e: skup je beskonacan ako ima
jednako mnogo elemenata kao neki njegov pravi podskup. Kako je to uopée moguce da neki skup
ima "jednako mnogo" elemenata kao njegov pravi podskup? Odgovor na to je da su to fenomeni
koji se dogadaju u beskona¢nosti. Primjerice, skup prirodnih brojeva N i skup parnih prirodnih

brojeva 2N koji je njegov pravi podskup, imaju jednako mnogo elemenata, jer postoji bijekcija

f:N—-2N
fln)=2n
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koju shematski mozemo prikazati sa

N |1 2 3 4 5 6
T S S
2N |2 4 6 8 10 12

Dakle, skup N je beskonacan. Sada Zelimo uvesti pojam prebrojivog skupa.
Definicija 2.62 KaZemo da je skup X :

1. prebrojiv, ako je konacan ili ako je ekvipotentan skupu N,

2. neprebrojiv, ako nije prebrojiv.

Uoc¢imo da je svaki konacni skup po definiciji prebrojiv. Dakle, pojam (ne)prebrojivosti je

1. prebrojiv, ako ima jednako mnogo elemenata kao skup N,
2. neprebrojiv, ako ima neusporedivo vise elemenata nego skup N.

Motivacija za naziv "prebrojiva" beskona¢nost dolazi od toga $to prebrojavanje znaci pridruzi-
vanje prirodnih brojeva objektima koje brojimo (prvi, drugi, treéi...), pa se to matematicki modelira
kao funkcija sa skupa brojeva N u skup objekata koje brojimo X.

N|1 2 3 4 5 6 7 8
L T S A S A

X |x1 s T3 x4 x5 T TT Ty

Postavlja se pitanje mogu li se svi elementi skupa X pobrojati, tj. hotemo li u ovom prebrojavanju
elemenata skupa X iscrpiti sve elemente tog skupa. Matematicki, to se svodi na pitanje je li ta
funkcija bijekcija. Uocimo sljedece:

1. skup Z je prebrojiv jer imamo prebrojavanje

N[l 2 3 45 6 7 8 9 10
L T T T
Z{0 1 -1 2 -2 3 -3 4 -4 5

kojim ¢emo iscrpiti sve cijele brojeve,

2. skup Q je prebrojiv jer pozitivne racionalne brojeve mozemo brojiti sljedeéim redom

1 2 3 4
T 1 171
e / v
1 2 3 4
2 2 2 2

L/ /

1 2 3 4

3 3 3 3
/

1 2 3 4

4 4 4 4
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tj. imamo prebrojavanje

N

12 3 4 5 6 7 8 9 10
L I T T T T S A e A A
IR

kojim ¢emo iscrpiti sve pozitivne racionalne brojeve, a onda se svi racionalni brojevi pobroje
tako da se na pocetku broji nula, a iza svakog pozitivnog razlomka se broji isti taj razlomak
s negativnim predznakom (slicno kao kod prebrojavanja skupa Z).

Primjer beskonatnog skupa koji nije prebrojiv je skup R i svi intervali u skupu R (osim jed-

noclanog intervala [a, a]). Skup kompleksnih brojeva C je takoder neprebrojivo beskonacan. Kon-
acno, vrijede sljedeca dva teorema.

Teorem 2.63 Svaki:

1. podskup konacnog skupa je konacan,
2. nadskup beskonactnog skupa je beskonacan.

Teorem 2.64 Svaki:

1. podskup prebrojivog skupa je prebrojiv,

2. nadskup neprebrojivog skupa je neprebrojiv.

Zadatak 2.65 Za skup X kaZi je li konacan, prebrojivo beskonacan ili neprebrojivo beskonacan,
ako je:

a) X ={x e N:zx jeneparan}, b)X={xeN:z<7},

) X={zeR:2<z<T}, d) X={2xeQ:2<z<T},

e) X ={1,2,7,77}, f) X =(1,3),

g) X ={x € Z: x je negativan}, h) X = {i" :n € N}.
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Poglavlje 3

Limes

3.1 Definicija limesa

3.1.1 Okoline i gomilista

U razmatranju brojnih pojmova vezanih uz analizu realne funkcije jedne realne varijable vazan je
pojam okoline tocke. Pa definirajmo formalno taj pojam.

Definicija 3.1 Okolina:

1. konatne totke xg € R je svaki otvoreni interval (a,b) koji sadrzi tocku xg,
2. pozitivne beskonaénosti +o0o je svaki interval oblika (M, +o00),

3. negativne beskonatnosti —oo je svaki interval oblika (—oo, M) .

Okoline pozitivne ili negativne beskona¢nosti nazivaju se jo§ i M —okoline, a za konacénu tocku xg
Cesto govorimo o e—okolinama (xg — &, + €) . Pojam okolina ilustriran je Slikom (3.1

a) b) c)

g

' .
T LW T V

p
0 29—¢ z9 To+e¢ 0 M

M 0

Slika 3.1: Okolina: a) konaéne tocke xg, b) pozitivne beskonacnosti, ¢) negativne beskonaénosti.
Za konac¢nu tocku xp € R uvodimo jo$ i pojmove lijeve i desne okoline.

Definicija 3.2 Za konatnu tocku zo € R definiramo:
1. lijeva okolina od x¢ je svaki interval oblika (xzg — €,xq) ,

2. desna okolina od xo je svaki interval oblika (xo,xo + €) .

o1
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a) b)
- S o~ S
t K—H > t K——>
0 zp—¢ o 0 Ty To+e

Slika 3.2: Jednostrane okoline konac¢ne tocke zq: a) lijeva okolina, b) desna okolina.

Pojam jednostranih okolina ilustriran je Slikom[3:2] Sljede¢i vazan pojam je gomiliste skupa X C R.
Definirajmo formalno taj pojam.

Definicija 3.3 Neka je X C R skup. KaZemo da je:

1. konacna tocka xg € R gomiliste skupa X, ako svaka okolina tocke xy sadrzi beskonaéno mnogo
tocaka skupa X,

2. 400 gomiliste skupa X, ako svaka okolina od +oo sadrzi beskonacno mnogo tocaka skupa X,

3. —oo gomiliste skupa X, ako svaka okolina od —oo sadrzi beskonaéno mnogo totaka skupa X.
Uoc¢imo da je po definiciji gomilista moguce da se za konaénu tocku o dogodi sljedece:

e tocka zq jest gomiliste od X, a ne pripada skupu X;

e tocka xg nije gomiliste od X, a pripada skupu X (takve tocke se nazivaju izolirane tocke
skupa X).

Primjerice, za skup X = {1} U (3, +00) vrijedi da:
1. tocka xg = 1 pripada skupu X, a nije gomiliste (izolirana tocka),
2. tocka xg = 3 ne pripada skupu, a jest gomiliste,

tocka xy = 2 ne pripada skupu i nije gomiliste,

- W

totka xg = 4 i pripada skupu i jest gomiliste,
5. negativna beskonac¢nost —oo nije gomiliste,
6. pozitivna beskonacnost +oo jest gomiliste.

Sada jo$ Zelimo definirati unutarnje tocke i rubove skupa, pri ¢emu rubovi mogu biti otvoreni i
zatvoreni, te kona¢ni i beskona¢ni.

Definicija 3.4 Neka je X C R skup realnih brojeva i xg € X. KaZemo da je xo unutarnja tocka
skupa X ako postoji okolina totke xy sadrzana v X (tj. vrijedi xg € {a,b) C X ).

Primjerice, jedine toc¢ke skupa X = (1,6] U {9} koje nisu unutarnje su tocke 6 i 9.

Definicija 3.5 Neka je X C R skup realnih brojeva, te x¢g € R tocka koja nije unutarnja tocka
skupa X. KaZemo da je konacéna tocka xq :
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1. otvoreni rub skupa X, ako je xy gomiliste skupa X i vrijedi zo € X,
2. zatvoreni rub skupa X, ako je xo gomiliste skupa X i vrijedi xg € X.

Rubovi iz prethodne definicije nazivaju se jos i konaénim rubovima skupa X. Ako je 400 (ili —c0)
gomiliste skupa X, onda se +o0 (ili —00) naziva beskona¢nim rubom skupa X. Primjerice, za skup
X = (2,5) U (7, 400) vrijedi:

1. konacni otvoreni rubovi su tocke 21 7,
2. kona¢ni zatvoreni rub je tocka 5,

3. beskonacni rub je +0o (dok —oco nije rub skupa X).

3.1.2 Limes u konaénoj tocki
Definicija 3.6 Neka je f : X — R funkcija, te neka je xg € R gomiliste skupa X. KaZemo da je
L € R granic¢na vrijednost ili limes funkcije f u tocki xqg i pisSemo

lim f(z)=1L

r—xQ
ako za svaku okolinu od L postoji okolina od xqy (bez xg) koja se u nju preslika.

Definicija 3.7 Neka je f : X — R funkcija, te neka je xg € R gomiliste skupa X. Kazemo da
funkcija f ima beskonacni limes +oo u tocki xg i pisemo

lim f(z) =+

T—T0
ako za svaku okolinu od +00 postoji okolina od xo (bez xg) koja se u nju preslika.

Definicija 3.8 Neka je f : X — R funkcija, te neka je xg € R gomiliste skupa X. KaZemo da
funkcija f ima beskonacni limes —oo u tocki xqg i pisemo

lim f(z)=—o00

r—Xo
ako za svaku okolinu od —oo postoji okolina od xy (bez xg) koja se u nju preslika.

Primjer funkcije koja u kona¢noj toc¢ki xy ima konacan limes L, pozitivno beskonacan limes
~+00, te negativno beskonacan limes —oo, prikazan je na Slici
Nadalje, za limes funkcije f : X — R u tocki zp € R kazemo da:

1. nije definiran, ako to¢ka x( nije gomiliste domene X funkcije f,

2. ne postoji, tocka o jest gomiliste domene X funkcije f, ali nije ispunjen uvjet iz definicije
limesa.

Primjer funkcije za koju limes u konac¢noj tocki z¢ nije definiran ili ne postoji prikazan je na Slici

B34
Zadatak 3.9 Skiciraj graf neke funkcije f(x) za koju vrijedi:

xlirg2 f(z) nije definiran, 31}311 f(z) =400 i ql‘li{}l flz)=2.
Zadatak 3.10 Skiciraj graf neke funkcije f(x) za koju vrijedi:

lim1 f(x) ne postoji, lim2 f(z) = —o0, lir% flz)=-1, lin}l f(z) nije definiran.
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Slika 3.3: Funkcija u kona¢noj tocki zp ima: a) konacan limes L, b) limes 400, ¢) limes —oco.

a) b)
"\
\

. ] L g

fzo) +
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i

>

S84+ ----0-----

=

Slika 3.4: Limes funkcije u konaénoj to¢ki xo: a) nije definiran, b) ne postoji.

3.1.3 Limes u beskonacnosti
Najprije ¢emo definirati limes u pozitivnoj beskonaénosti.

Definicija 3.11 Neka je f : X — R funkcija, te neka je +oo gomiliste skupa X. KaZemo da je
L € R limes u +oo funkcije f i pisemo

lim f(z)=1L

xr——+00

ako za svaku okolinu od L postoji okolina od +00 koja se u nju preslikala.

Definicija 3.12 Neka je f : X — R funkcija, te neka je +0o0 gomiliste skupa X. KaZemo da je
400 limes u o0 funkcije f i pisemo

lim f(z) =400

r——+o0

ako za svaku okolinu od +00 postoji okolina od +0o0 koja se u nju preslikala.

Definicija 3.13 Neka je f : X — R funkcija, te neka je +0o0 gomiliste skupa X. KaZemo da je
—oo limes u 400 funkcije f i pisemo

A S (#) = o0

ako za svaku okolinu od —oco postoji okolina od +o0 koja se u nju preslikala.
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Primjer funkcije koja u pozitivnoj beskona¢nosti 400 ima konacan limes L, pozitivno beskonac¢an
limes +o00, te negativno beskonacan limes —oo, prikazan je na Slici

a) b) c)

Slika 3.5: Funkcija u pozitivnoj beskona¢nosti 400 ima: a) konacan limes L, b) limes +00, c) limes
—00.

Posve analogno kao kod limesa u kona¢nosti, za limes funkcije f : X — R u pozitivnoj beskon-
acnosti kazemo da:

1. nije definiran, ako +o00 nije gomiliste domene X funkcije f,

2. ne postoji, ako +0o jest gomiliste domene X funkcije f, ali nije ispunjen uvjet iz definicije
limesa.

Primjer funkcije za koju limes u kona¢noj tocki xg nije definiran ili ne postoji prikazan je na Slici
Uoc¢imo da smo ovim definirali limese samo u pozitivnoj beskonac¢nosti. Limesi u negativnoj
beskonag¢nosti se definiraju posve analogno, pa to ostavljamo ¢itatelju za vjezbu.

Zadatak 3.14 Skiciraj graf neke funkcije f(x) za koju vrijedi:
’I'EIElOOf(x) nije definiran, iLle f(z) =400 i TEI-POO fz) =2.
Zadatak 3.15 Skiciraj graf neke funkcije f(x) za koju vrijedi:
Jim () =1, lim fe) =20 lim f(z) = —cc.
Zadatak 3.16 Skiciraj graf neke funkcije f(x) za koju vrijedi:

lim f(z) = +o0, lim f(z) ne postoji i lim f(z) ne postoji.
T— —00 z—0 r—+00

3.1.4 Jednostrani limesi

Ako se tocki g u kojoj trazimo limes priblizavamo samo s jedne strane (s lijeva ili s desna), onda
dolazimo do pojma jednostranih limesa (limes s lijeva ili limes s desna). Uoc¢imo da za x koji
tezi s lijeva prema z( vrijedi da je uvijek nesto manji od xg (tj. © = g — "malo”), pa tu teznju
oznacavamo sa £ — ;. Opceniti limes je bio definiran pomo¢u okolina, a jednostrani limes ¢e biti
definiran pomocu jednostranih okolina. U svemu ostalome definicija je analogna.
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7T TPV

Slika 3.6: Limes funkcije u pozitivnoj beskona¢nosti +00: a) nije definiran, b) ne postoji.

)

Y

Definicija 3.17 Neka je f: X — R funkcija, te neka je xg € R gomiliste skupa X. KaZemo da je
L € R limes s lijeva funkcije f u tocki xo i pisemo

lim f(z)=1L

T—x
ako za svaku okolinu od L postoji lijeva okolina od xo koja se u nju preslika.

Definicija 3.18 Neka je f: X — R funkcija, te neka je xg € R gomiliste skupa X. KaZemo da je
L € R limes s desna funkcije f u tocki xg 1 pisemo

lim+ flz)=1L

$—7$0
ako za svaku okolinu od L postoji desna okolina od xq¢ koja se u nju preslika.

Pojam jednostranih limesa ilustriran je Slikom Opet, kao i kod prethodnih limesa, tako
i ovdje govorimo o jednostranom limesu koji nije definiran (tocka zp nije gomiliste domene) ili
jednostranom limesu koji ne postoji (tocka xg je gomiliste domene, ali nije ispunjen uvjet limesa).
Uoc¢imo da su jednostrani limesi definirani samo u kona¢noj tocki. Pojam jednostranog limesa u
beskonag¢nosti nema smisla, jer beskona¢nosti nemaju i lijevu i desnu okolinu.

o

N
7 =

Slika 3.7: Funkcija u kona¢noj tocki z¢ ima jednostrani limes L; s lijeva, te jednostrani limes Lo s
desna.

Konacno, sljedeéi teorem nam daje vezu jednostranih limesa i (obostranog) limesa u kona¢noj
tocki g € R.
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Teorem 3.19 Funkcija [ ima (obostrani) limes u tocki xg ako i samo ako oba jednostrana limesa
u tocki xg postoje i medusobno su jednaki.

Zadatak 3.20 Skiciraj graf neke funkcije f(x) za koju vrijedi:

lim f(z)=0, lim f(z) =400, lim f(z)=-1:¢ lim f(x) nije definiran.
rz—1—

xr— —00 r—1+ xr— 400
Zadatak 3.21 Skiciraj graf neke funkcije f(x) za koju vrijedi:

lim f(z)=0, lim f(z)= o0, qqu_)InQ f(z) = —c0.

T——2" z——2+

3.2 Limesi elementarnih funkcija

Obzirom da u praksi najvise radimo sa elementarnim funkcijama, a jako rijetko sa funkcijama
koje nisu elementarne, posebnu paznu posvecujemo odredivanju limesa elementarnih funkcija. Pri
odredivanju limesa elementarnih funkcija mozemo:

1. limes funkcije odredivati po definiciji;

2. limes funkcije odredivati koriste¢i strukturu klase elementarnih funkcija, tako da:

(a) odredimo limese svih osnovnih elementarnih funkcija,

(b) utvrdimo pravilo za limese 5 racunskih operacija,
pa ¢emo onda znati odrediti limes (skoro) svih elementarnih funkeija.
Obzirom da je limes tesko odredivati po definiciji, mi ¢emo uglavnom koristiti drugi pristup.

3.2.1 Limesi osnovnih elementarnih funkcija
Limesi osnovnih elementarnih funkcija odreduju se iz poznavanja definicije i grafa tih funkcija.
Zadatak 3.22 Za funkcije 2%, 23, %, w% te \/x odredi limese u —00,0 i 400.
Zadatak 3.23 Za funkcije €® i Inx odredi limese u —00,0,1 i 400.
Zadatak 3.24 Za funkcije sinx i tgx odredi limese u —o0,0, 5 i +00.
Zadatak 3.25 Za funkciju arcsinx odredi limese u —00,0,1 i +00.

Zadatak 3.26 Za funkciju arctgx odredi limese u —o0,0 % 4o00.
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3.2.2 Limesi i racunske operacije s funkcijama
Ponaganje limesa prema pet ra¢unskih operacija s funkcijama odredeno je sa sljedeta dva teorema.

Teorem 3.27 Ako limesi lim f(z) ¢ lim g(z) postoje i konatni su, onda vrijedi:

1 Jim (f(@)+ g(@) = lm f()+ lim g(z),
2. lim (f(z) ~ g(@)) = lim f(z)~ lm g(a)
5. lim (f(2) - g(a)) = lim f(@)- lim g(z),

Jim f ()
4. lim <§gf;> =29 uz wvjet da je lim g(x) # 0.
Tr—IQ

R T 7

Teorem 3.28 Neka su f : X — R ig:Y — R funkcije takve da je kompozicija g o f dobro
definirana. Ako vrijedi
lim f(z) =yo ¢ lim g(y) =L,

Tr—xg Y—Yo

onda vrijedi
Jim g(f(z)) = L.

Uoc¢imo da su prethodna dva teorema iskazana za konac¢ne limese u kona¢nim tockama. Mi
znamo da vrijednost limesa osim konac¢ne vrijednosti L moze biti i beskonac¢na, a limes se osim u
konac¢noj tocki xg moze traziti i u beskona¢nosti. Postavlja se pitanje §to sa limesima racunskih
operacija u tom slucaju.

Napomena 3.29 Teorem |3.27 vrijedi ¢ u slutaju kad x — Fo0, ali ne vrijedi optenito u slucaju
kad je vrijednost limesa beskonacéna.

Obzirom da Teorem [3.27] ne vrijede kad je vrijednost jednog ili oba limesa koji ulaze u racunsku
operaciju beskonaé¢na, razmotrimo sada §to se s limesom dogada u tom sluc¢aju. Vrijedi sljedece:

Zbrajanje/oduzimanje Mnozenje
+o0, zac>0,
+oo+c =+ +oo-c= Foo, zac <0,
400 4 00 = 400 ?, za c=0.
—00 — 00 = —00 +00 - (+00) = o0
+oo—00=7 —00 + (£o0) = Foo
Dijeljenje Potenciranje
+o0, zac>1,
= =0 ct®=1{ 0, za 0 <c<l1,
Loo _ 9 ? za c=1.
400 * ’
+oo, zac>0, o0, zac>0,
o= =4 TFoo, zac<O. oo’=¢ 0, zac<0,
7, za c=0. 7, zac=0.
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Uoc¢imo da na nekoliko mjesta u tablici stoje upitnici, a to je zato sto vrijednost limesa u tim
slucajevima nije odredena nego ovisi o konkretnim funkcijama f(z) i g(z) koje ulaze u ratunsku
operaciju (drugim rije¢ima, rezultat se razlikuje od slucaja do slu¢aja). Takvi oblici se nazivaju
neodredeni oblici i ima ih sedam:

> 0

00 — 00, 00-0, , =, 1%, 0?00,
oo 0

Naravno, jednakosti u gornjoj tablici ne treba shvacati kao ra¢unanje s brojevima, nego kao racu-
. . . . . . . 5 « . o . . . .
nanje s limesima. Primjerice, izraz —2— u racunu limesa zna¢i da imamo funkcije f i g za koje

+oo
vrijedi
lim f(z)=>51 lim g(z) = 400,
T—xo T—xQ
a mi rac¢unamo limes 5
im T 5
a—z0 g(z) 400

koji je odreden i jednak nula. S druge strane, izraz i% u racunu limesa zna¢i da imamo funkcije
f1g za koje vrijedi
lim f(z) =400 i lim g(z) = +oo,

T—x0 T—x0

a mi rac¢unamo limes
f(@)

+00
m —= =[—

| =7
a—zo g(x) +o0

koji je neodreden i vrijednost mu ovisi od slu¢aja do sluc¢aja, tj. o konkretnim funkcijama f i g.
Kao primjer ponasanja limesa za neodredene oblike mozemo navesti sljedeca tri limesa

2
im —— = [E] =0, lim L [ﬂ] = 400, lim - [—’—4.o
z—+oo 22 + 1 +00 z—+oo x + 1 +00 z—+oo x + 1 +00

=1

Razlicita vrijednost ovih limesa posljedica je toga sto polinom veéeg stupnja brze tezi u beskona¢nost
nego polinom manjeg stupnja. Polinomi istog stupnja jednako brzo teze u beskonac¢nost, a njihovoj
vrijednosti u beskonac¢nosti najvise doprinosti vodeta potencija u polinomu, dok je doprinos ostalih
¢lanova polinoma zanemariv.

Takoder, vrijedi

. e’ +00 ) Inz 400
lim =[—] =400, lim =[—
g—+oo 22 + 1 +o00 z—+too 22 + 1 +00

| =0.

Razlicita vrijednost ovih limesa posljedica je toga sto eksponencijalna funkcija neusporedivo brze
tezi u beskonacnost od (bilo kojeg) polinoma, dok logaritamska funkcija neusporedivo sporije tezi
u beskonac¢nost od (bilo kojeg) polinoma.

Zadatak 3.30 Koji od sljedecih limesa je odreden, a koji neodreden oblik:

: 1 s 224
a) :cllflr—loom’ b) mlin—l2 427
¢ Jm (-3, &) lim (VE-VEoD),
e) lir}rl 22z -1, f) lim i—z

Odredene oblike odredi!



60 POGLAVLJE 3. LIMES

3.3 Neki osnovni limesi i svojstva
Pri odredivanju limesa neodredenih oblika, koristan ¢e nam biti i sljedeci teorem.
Teorem 3.31 (O dva policajca) Neka je

lim f(z)= lim g(z) = L.
T—T0o T—x0
Ako postoji okolina tocke xo na kojoj vrijedi f(x) < h(x) < g(z) za svaki x osim eventualno za xq,
onda vrijedi da je 1
lim h(z) = L.
T—IQ
Teorem o dva policajca ilustriran je Slikom [3.8] a moze biti jako koristan pri odredivanju brojnih
limesa (najéesée su to oni koji uklju¢uju ogranicene funkcije poput sinusa i kosinusa).

Slika 3.8: Ilustracija Teorema o dva policajca.

Teorem 3.32 Vrijedi

Teorem 3.33 Limes

postoji i iracionalan je broj.

Definicija 3.34 Broj e definiran je sa

1 zove se Fulerova konstanta.

Teorem 3.35 Vrijedi

8=

m (1+ x)

li e.
z—0
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Neprekidnost

4.1 Definicija neprekidnosti

Definicija 4.1 Neka je f : X — R funkcija, te neka je xg € X. KaZemo da je funkcija f neprekidna
u toc¢ki xg ako vrijedi

lim f(x) = f(zo).

r—xo

U suprotnom kazemo da funkcija ima prekid u tocki zg € X.

Neformalnije re¢eno, funkcija je neprekidna u nekoj tocki domene ako je limes funkcije u toj
tocki jednak funkcijskoj vrijednosti. Primjer funkcije koja je neprekidna u tocki xg, te koja u tocki
To ima prekid, ilustriran je Slikom

a) b)

f(xn)"

—— - @-—

Lt f(zo) =L+

A 4

N VAR g N VAR

Slika 4.1: Primjer funkcije koja u tocki ¢ : a) ima prekid, b) je neprekidna.

Uoc¢imo da funkcija moze imati prekid samo u tockama domene. Dakle, treba razlikovati prekid
domene od prekida funkcije (vidi Sliku [4.2).
Ako funkcija f ima prekid u tocki xg, taj prekid moze biti razlicitih vrsta.

e Kazemo da funkcija f ima wklonjivi prekid u tocki xo ako su jednostrani limesi u toc¢ki zg
konacni i medusobno jednaki, ali razli¢iti od funkcijske vrijednosti, tj. ako vrijedi

lim f(x)= lim f(a) = L # f(xo).

(1}'4)(110 14)10
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\<
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Slika 4.2: Primjer funkcije koja u tocki x¢ ima: a) prekid funkcije, b) prekid domene.
e Kazemo da funkcija f ima prekid prve vrste u tocki zg (tzv. "skok") ako su jednostrani limesi
u toc¢ki xg konacni, ali medusobno razli¢iti.

e Kazemo da funkcija f ima prekid druge vrste u tocki z¢ ako su jedan (ili oba) jednostrana
limesa u tocki xg beskonaéni ili ne postoje.

Vrste prekida ilustrirane su Slikom

Zadatak 4.2 Skiciraj graf neke funkcije za koju vrijedi:

f(1) =2 f3)=3 /2)=3
o) i) =—oo ) lim f@=1 ) iy fw=1,
A, o) =2 Spfe =2l fe) =1

Je li funkcija neprekidna v istaknutoj tocki? Ako funkcija ima prekid, koje je prekid vrste?

Definicija 4.3 KaZemo da je funkcija f : X — R neprekidna ako je neprekidna u svakoj tocki
domene X.

Slika 4.3: Vrste prekida funkcije: a) uklonjivi prekid, b) prekid prve vrste, b) prekid druge vrste.
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4.2 Neprekidnost elementarnih funkcija

Kao i obi¢no, obzirom da najvise radimo sa elementarnim funkcijama, nakon $to smo pojam
neprekidnosti definirali za opéenite funkcije, zanima nas §to se o tom pojmu moze reéi za funkcije
koje pripadaju klasi elementarnih funkcija. Pri razmatranju neprekidnosti elementarnih funkcija
mozemao:

1. neprekidnost funkcije utvrdivati po definiciji;

2. neprekidnost funkcije utvrdivati koristec¢i strukturu klase elementarnih funkcija, tako da:

(a) utvrdimo neprekidnost svih osnovnih elementarnih funkcija,

(b) utvrdimo da svih 5 racunskih operacija ¢uvaju neprekidnost,
iz ¢ega moZzemo zakljuciti da su sve elementarne funkcije neprekidne.

Iskazimo sada formalno teoreme koji nam govore o neprekidnosti osnovnih elementarnih funkcija,
te o odnosu 5 racunskih operacija prema neprekidnosti.

Teorem 4.4 Sve osnovne elementarne funkcije su neprekidne.

Teorem 4.5 Neka su funkcije f i g neprekidne u tocki xo. Tada su u tocki xg neprekidne i funkcije
F+9, F—g, f-g. te L (pod uvjetom da je g(xo) #0).

Teorem 4.6 Ako je funkcija f neprekidna u tocki xo, a funkcija g neprekidna u tocki yo = f(xo),
onda je kompozicija g o f neprekidna u tocki .

Obzirom da su sve osnovne elementarne funkcije neprekidne, a operacije s funkcijama ¢uvaju
neprekidnost, zaklju¢ujemo da su sve elemementarne funkcije neprekidne, $to iskazujemo sljede¢im
teoremom.

Teorem 4.7 Sve elementarne funkcije su neprekidne.
Zadatak 4.8 Ispitaj neprekidnost funkcija:

zax <1 22—1 zax <2 27" zax < —1

a)f(m)z{ % S ,b)f(x)={ 32 a2 7C)f(”3):{3_x2 az>—1

T

4.3 Neka svojstva neprekidne funkcije

Teorem 4.9 (O ekstremnoj vrijednosti) Neka je f neprekidna funkcija definirana na zatvorenom
intervalu [a,b]. Tada funkcija f postize minimalnu i maksimalnu vrijednost. Stovise, funkcija f
postize sve vrijednosti izmedu minimalne 1 maksimalne.

Teorem o ekstremnoj vrijednosti ilustriran je Slikom[4.4] Uo¢imo da su zahtjevi da funkcija bude
neprekidna, te da interval bude zatvoren, jako vazni, jer bez njih tvrdnja Teorema o ekstremnoj
vrijednosti opéenito ne vrijedi (vidi Sliku [4.5). O¢cita posljedica ovog teorema je sljedeca: ako za
neprekidnu funkciju f vrijedi da su f(a) i f(b) brojevi suprotnog predznaka, onda postoji barem
jedan z € (a,b) takav da je f(z) = 0 (vidi Sliku [4.6).
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Slika 4.4: Tlustracija Teorema o ekstremnoj vrijednosti.
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\ 4

b)

\ 4

Q=== - =
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Slika 4.5: Teorem o ekstremnoj vrijednosti ne vrijedi: a) ako funkcija ima prekid, b) ako je funkcija

definirana na otvorenom intervalu.

Teorem 4.10 (O komutiranju limesa i neprekidne funkcije) Ako je

i ako je funkcija g neprekidna u tocki yo, onda vrijedi

(

lim g(f(x)) =g

T—T0

lim

T—x0

f(@) =wo

lim f(z)

T—T0

) = 9(¥o)-
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>
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Slika 4.6: Posljedica Teorema o ekstremnoj vrijednosti.
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Poglavlje 5

Derivacija

5.1 Definicija derivacije

Pojam derivacije motiviran je problemom polaganja tangente na graf funkcije. Uo¢imo da tangenta
nastaje kao limes sekanti (vidi Sliku [5.1)), pa je dakle koeficijent smjera tangente limes koeficijenata
smjera tangenti.

Slika 5.1: Tangenta kao limes sekanti.

Da bismo precizno matematicki odredili jednadzbu tangente i njen koeficijent smjera, moramo
uvesti precizne definicije svih objekata. Neka je, dakle, f : X — R funkcija, te neka je z € X tocka
u kojoj zelimo poloziti tangentu. Razmotrimo sekantu na graf funcije koja sijece graf u tockama
Ty (z, f(x)) i Ta(x + Az, f(x + Az)) kako je to prikazano na Slici Neka je a kut kojeg sekanta
zatvara s pozitivnim smjerom osi z. Iz trigonometrije pravokutnog trokuta znamo da za koeficijent
smjera sekante kg vrijedi
f(z+ Az) — f(z)

Az ’
pa se onda koeficijent smjera tangente k; izracunava kao

[+ Av) = £(2) o0
oL e ),

ks =tga =

ki = lim kg = lim
Axz—0 Axz—0

67
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Slika 5.2: Koeficijent smjera sekante.

Obzirom da ¢e nam koeficijent smjera tangente biti jako vazan kod analiziranja funkcije, uvodimo
sljede¢u definiciju.

Definicija 5.1 Neka je f : X — R funkcija, te neka je x € X. Kazemo da je funkcija f derivabilna

u tocki x € X ako limes A
et An) -~ f)
Az—0 Az
postoji i konacan je. Taj limes oznatavamo s f'(x) i nazivamo derivacijom funkcije f u tocki x.

Velicina Af(xz) = f(x + Az) — f(x) naziva se diferencija funkcije f u tocki z, te ona mjeri
promjenu (prirast) funkcije f u toc¢ki « nakon pomaka Az. Obzirom da ¢esto oznacavamo y = f(z),
onda se oznacava i y' = f'(z), Ay = Af(x). Sada mozemo definirati funkciju koja svakoj tocki
pridruzuje derivaciju u toj tocki.

Definicija 5.2 Neka je f : X — R funkcija, te neka je X' C X skup svih totaka u kojima je
funkcija f derivabilna. Funkciju [ : X' — R koja svakoj totki x € X' pridruiuje broj f'(x)
nazivamo derivacijom funkcije f.

Zadatak 5.3 Odredi po definiciji derivaciju funkcija: a) f(x) = x2, b) f(x) = /z.

Pokazali smo da derivacija f/(z) geometrijski predstavlja koeficijent smjera tangente na graf
funkcije f u tocki z. Sada mozemo definirati pravce tangente i normale na graf funkcije u nekoj
tocki domene.

Definicija 5.4 Neka je f : X — R funkcija derivabilna u tocki vo € X. Tangenta na graf funkcije
f u totki zg je pravac koji prolazi totkom T(xo, f(x0)) i ima koeficijent smjera f'(xg). Normala na
graf funkcije f u tocki xo je pravac koji prolazi totkom T (zq, f(xg)) i okomit je na tangentu.

Tangenta i normala na graf ilustrirane su Slikom Obzirom da nam je poznata jednadzba
pravca kroz jednu toc¢ku sa zadanim koeficijentom smjera, zaklju¢ujemo da jednadzba tangente glasi

y — f(zo) = f'(x0) (x — o),

dok jednadzba normale glasi
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A tangenta

N

f(zo0) 17

>
-
// To normala

Slika 5.3: Tangenta i normala na graf funkcije.

Zadatak 5.5 Odredi jednadzbu tangente 1 normale na graf funkcije f(x) = /T u totki zo = 4.

Sada zelimo utvrditi u kakvim tocakama domene funkcija nije derivabilna. Obzirom da je
derivacija definirana kao limes koji mora postojati i biti kona¢an, vidimo da funkcija nije derivabilna
imati u tockama domene u kojima:

1. limes nije definiran (izolirane tocke domene),
2. limes jest definiran, ali ne postoji (tocke prekida i tzv. "§picevi"),
3. limes je i definiran i postoji, ali je beskonacan (tocke u kojima je tangenta vertikalna).

Tocke u kojima funkcija nije derivabilna ilustrirane su Slikom Uoc¢imo da je u tockama
prekida i $picevima problem to $to se tangenta s lijeva i tangenta s desna razlikuju. To znaci da
su jednostrani limesi u tim tockama razli¢iti, pa mozemo pric¢ati o derivaciji s lijeva i derivaciji s
desna. Definirajmo to i formalno. Za funkciju f: X — R i tocku = € X uvodimo oznake:

ftd) = f@) g S A - f)

Az—0— Az ’ Az—0+ Az

Definicija 5.6 Neka je f : X — R funkcija, te neka je x € X. Kazemo da je funkcija f derivabilna
s lijeva u tocki © € X ako limes f'(x~)postoji i konacan je. Kazemo da je funkcija f derivabilna s
desna u tocki x € X ako limes f'(x %) postoji i konacan je.

Navedimo i sljede¢i teorem koji daje vaznu vezu izmedu neprekidnosti i derivabilnosti.

Teorem 5.7 Ako je funkcija f derivabilna u tocki x, onda je funkcija f i neprekidna u tocki x.

Uoc¢imo da obrat teorema ne vrijedi, tj. mogu postojati tocke u kojima je funkcija neprekidna,
a nije derivabilna (primjer za to su $picevi).
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A 4
A 4

A 4

Bl o= os
A 4

Slika 5.4: Problemi s derivabilnog¢u: a) izolirana tocka, b) tocka prekida, c) $pic, d) tocka u kojoj
je tangenta vertikalna.

5.2 Deriviranje elementarnih funkcija

Kao i kod pojmova limesa i neprekidnosti funkcije, tako se i kod deriviranja posebno osvréemo na
deriviranje elementarnih funkcija. Derivaciju elementarnih funkcija mozemo odredivati:

1. po definiciji derivacije,

2. koristeéi strukturu klase elementarnih funkcija (tzv. deriviranje pomoc¢u tablice i pravila
deriviranja), tako da:

(a) odredimo derivaciju svih osnovnih elementarnih funkcija (formiramo tablicu osnovnih
derivacija),

(b) utvrdimo pravila za deriviranje racunskih operacija s funkcijama (pravila deriviranja),
pa ¢emo onda znati odrediti derivaciju svake elementarne funkcije.
Najprije ¢emo uvesti pravila deriviranja, jer se poslije pokaZze da nije potrebno sve osnovne
elementarne funkcije derivirati po definiciji, nego za neke mozemo koristiti i pravila.
5.2.1 Pravila deriviranja

Najprije ¢emo uvesti pravilo za deriviranje inverza, koje ¢e nam pomoc¢i da odredimo derivacije onih
osnovnih elementarnih funkcije koje su definirane kao inverzi. Zatim uvodimo pravila za deriviranje
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pet racunskih operacija sa funkcijama (zbrajanje, oduzimanje, mnozenje, dijeljenje i kompozicija),
pomocu kojih ¢emo kasnije mo¢i derivirati bilo koju elementarnu funkciju (nakon §to odredimo
derivaciju svih osnovnih elementarnih funkcija).

Teorem 5.8 (Pravilo za deriviranje racunskih operacija) Neka su funkcije f i g derivabilne
u tocki x. Tada vrijedi:

za g(x) # 0.

Teorem 5.9 (Pravilo za deriviranje kompozicije) Ako je funkcija f derivabilna u tocki z, a
funkeija g u tocki y = f(x), onda je kompozicija g o f derivabilna u totki x i vrijedi

Teorem 5.10 (Pravilo za deriviranje inverzne funkcije) Neka je funkcija f : X — Y bi-
jekcija koja je derivabilna u totki x, te neka je f'(x) # 0. Nadalje, neka je inverzna funkcija
f~1:Y — X neprekidna u tocki y = f(x). Tada vrijedi

5.2.2 Tablica osnovnih derivacija

Osnovne elementarne funkcije deriviramo tako da:

1. po definiciji deriviramo funkcije ¢, ", a*, sinx, cosx,
2. po pravilu za deriviranje razlomka odredimo derivaciju funkcija =" = L., tga =
Ctg T = cos T

sinz’

3. po pravilu za deriviranje kompozicije odredimo derivaciju funkcije x» = (z=)™,

. C . L o1 1 .
4. po pravilu za deriviranje inverza odredimo derivaciju funkcija x=», 7=, log, z, arcsinz,

arccos x, arctg x, arcctgx.

To ¢emo napraviti u sljede¢im primjerima, a nakon sto to napravimo rezultate mozemo posloziti
u tablicu koju éemo nazivati Tablicom osnovnih derivacija (vidi Tablicu [5.1)).

Primjer 5.11 Odredi derivacije funkcija c, x™, €*, sinx i cosx.
Rjesenje. Ako je f(z) = ¢, onda imamo

P c—c . ii
() = Jim —x = Jim <, =0
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Ako je f(z) = 2™, onda imamo

. + A.’IJ)" _ .’IJ"
ny\/ — 1 (.’I] _
(") A.vchEo Az
(m" +nz" 1Az + 7n("271)w”*2Ax2 4+ ...+ A:c”) —z"
-k —
Aggo Az
_ nx™ 1Az + 7"(”2_1)90”_2Ax2 ...+ Az
= Ao Az o
-1
= Jimg <mc"_1 + %x"ﬂ&r +ot Ax"_l) -
— nxn—l

Ako je f(z) = a®, onda imamo

aw+A9¢ —a® ax(an _ 1) aAm -1=t
(@) = lim —————= lim ———~=1¢ Azx=log,(t+1) p =
Az—0 Az Ax—0 Ax N
v v Ar—0=t—0
t Ina

m ———- =
t—0 In(t+1)
Ina

a” lim

ST
t—0 21n(t + 1)

" log,(t+ 1)

1
= alna-lim —— =d”Ina.
=0 1n(t+ 1)

Ako je f(z) = sinz, onda imamo

Ly . sin(z + Az) —sinz . sinzcos Az + coszsin Az — sinx
(sinz)) = lim = lim =
Az—0 Az Ax—0 Ax
. sinx (cos Az — 1) L cosz sin Az
= 1m =
Az—0 Az Az
) . —2sin? % . sinAx
= sinz lim ———= 4 cosx lim =
Az—0 Ax Az—0 Ax
= cosz.

Ako je f(z) = cosz, onda imamo

, cos(z + Az) — cosx . coszcos Az —sinzsin Az — cosz
(cosz)’ = lim = lim =
A0 Az Az—0 Az
. cosx (cos Az — 1)  sinzsin Ax
= lim — =
Az—0 Az Ax
= —sinz.

Primjer 5.12 Odredi derivaciju funkcija x=™ (n € N), tgx, ctgx.
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Rjesenje. Funkcije 2™ (n € N), tgx, ctgz nastaju iz funkcija ™, sinz i cos z pomoéu rac¢unskih
operacija, pa mozemo primijeniti Teorem kod odredivanja njihovih derivacija. Vrijedi

(x_")/ _ (i), _ -z —1-(z") _0-am - nz"~! !
" (zm)? z?n ’
(b2 ( sin x y (sinz) cosx —sinz (cosz)  cos?x +sin’x 1
€T = = = =
& cos T cos? cos? cos?x’
y cosz,, (cosz) sinz—cosz(sinz)  —sin’z —cos’x 1
(Ctgx) = (sinx) = 2 = ) =T 32
sin” x sin® x sin® z

. . . . .. .. 1 _ 1 .
Primjer 5.13 Odredi derivacije funkcija x=~, x~ =, log, x, arcsinx, arccos x, arctg x, arcctg x.

Rjesenje. Zadane funkcije su inverzne funkcije funkcija z™, =", a*, sinz, cosz, tgx i ctgx, pa
. o N N . LT Iy 1

kod odredivanja derivacije mozemo koristiti pravilo za deriviranje inverza. Oznaimo z» = y, pa

je x =y" iimamo

1\ 1 r 1 1 1 1,
(xn) o ( n)/ nyn—l L\ n—1 Tl.Z‘l % o ﬁxn
Y n (xZ)
!/
Na slican nac¢in dobivamo (:E*%) = f%mfﬁfl. Kod logaritamske funkcije ozna¢imo log, z = y,

pa je x = a¥ i imamo

fogay - L 1 1
Ba®) = (av)  a'lna  d°%?lna  zlna’

Kod arkus sinus funkcije ozna¢imo arcsin x = y, pa je x = siny i imamo

. / 1 1 1 1
(arcsinz)’ = =

(siny)’  cosy \/l—sin2y_\/1—x2.

Na slican nac¢in dobivamo

/ 1 1 1 1
arccos = = - = — ,
( : (cosy) —siny V1—cos?y V1—2a?
(arct ), 1 1 1 1 1
arc gfL‘ = = = - = =
(tgy) oy ALY gy +l a4l
( ¢ ), 1 1 1 1 1
arcctgzx) = = = — =— = - .
(Ctg y)/ _ Sin12 . o slnzsgi/;gc;)s2 y Cth y+1 2+ 1

Primjer 5.14 Odredi derivaciju funkcije x™» za T eqQ.



74 POGLAVLJE 5. DERIVACIJA

FIONNIONFIO) f'(z) |
T

c 0 tgx 5
cos 1z
z" ra" ! ctgx -
snil T
a® a*Ilna | arcsine ———
1 1=
log, x arccosr —————
Sa zlna NG
1
sinx CcosS T arctg x
& 1+ 9{1'2
Ccos T —sinx | arcctgx —
1+ 22

Tablica 5.1: Tablica osnovnih derivacija.

Rjesenje. Zadana funkcija je kompozicija funkcija o i =™, pa kod odredivanja derivacije mozemo
koristiti pravilo za deriviranje kompozicije. Vrijedi

N 1 my ! " m—1 1\ 1 m—1 1 1, m m_
(I n ) = :I:’IL = m :En . :I:TL = m :I:TL . —:L"!L = 7:r n .
n n
|

Odredili smo derivacije svih osnovnih elementarnih funkcija, pa sada mozemo formirati Tablicu
[.1] osnovnih derivacija.

Sada se derivacija opcenite elementarne funkcije moze odredivati tako da se po pravilima de-
riviranja derivacija svede na derivacije osnovnih elementarnih funkcija koje onda oc¢itamo iz tablice
osnovnih derivacija.

Zadatak 5.15 Odredi derivaciju funkcije:

a) f(z) =a® +sinz, b) f(x)=e® —Inz, c) f(z)=23tgxz,
d) f(z) = &, e) f(z) = cosx?.

Napisi najprije pravilo po kojem ée§ derivirati (ime i formulu).

5.3 Deriviranje implicitno zadanih funkcija
Neka je funkcija y = f(z) implicitno zadana izrazom F(x,y) = 0. Derivaciju funkcije y = f(z)

tada odredujemo deriviranjem izraza F(x,y) = 0 pri ¢emu izraze koji sadrze zavisnu varijablu y
deriviramo primjenjuju¢i Teorem o deriviranju kompozicije funkcija.

Zadatak 5.16 Odredi tangentu na krivulju 2 — xy + y? = 3 u totki xo = 1.

5.4 Logaritamsko deriviranje

Pokazimo kako se deriviraju funkcije oblika

y=1".
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Deriviranje ovakvih funkcija provodi se u tri koraka: 1) logaritmira se jednakost y = f (x)g(x) , 2)
koristenjem svojstava logaritma eksponencijalni izraz se transformira u umnozak, te se 3) derivira
dobivena implicitno zadana funkcija. Ovim postupkom dobije se

"= £ (2)"@ (¢ (z)In f(z @'m
V= 1@ (o mse + 505 @).

5.5 Definicija diferencijala

Obzirom da u sustini problematike deriviranja stoji mjerenje promjene funkcijske vrijednosti nakon
pomaka Az, uveli smo veli¢inu A f(x) koja se zove diferencija funkcije, definirana je formulom

Af(x) = flz+ Az) - f(=),

a mjeri prirast funkcijske vrijednosti nakon pomaka Az (vidi Sliku a)). Medutim, funkcija se u
okolini neke tocke x moze dobro aproksimirati tangentom na graf funkcije u tocki x. Dakle, prirast
funkcije nakon pomaka Ax se moze dobro aproksimirati prirastom do tangente. Prirast do tangente
nakon pomaka Az oznacavat ¢emo sa df (x) i nazivati diferencijalom funkcije (vidi Sliku b)).
Sada se postavlja pitanje formule pomocu koje se za zadani Az moze izra¢unavati veli¢ina df (x).
Obzirom da je f/(z) koeficijent smjera tangente, iz trigonometrije pravokutnog trokuta zaklju¢ujemo
da vrijedi

df (z) = f'(z)Aw.

Uocimo da i diferencija i diferencijal ovise, osim o z, i o odabranom Ax, pa bi preciznije trebalo
pisati Af(z)(Ax) i df (z)(Az). Definirajmo sada formalno pojam diferencijala.

Slika 5.5: Geometrijsko znacenje: a) diferencije Af(x), b) diferencijala df (x).

Definicija 5.17 Neka je f: X — R funkcija derivabilna u tocki x € X. Tada je diferencijal df (x)
funkcije f u tocki x definiran sa df (z) = f'(x)Ax.

Cesto se oznacava Az = dz, pa se formula kojom je definiran diferencijal zapisuje sa df () =
f'(z)dx. Takoder, iz tog zapisa slijedi i Gesta oznaka za derivaciju f'(z) = %. Nadalje, obzirom da
Cesto oznacavamo y = f(z), onda se u literaturi ¢esto mogu naéi oznake Ay = Af(z) za diferenciju,
te dy = df (z) za diferencijal.
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Pokazimo sada precizno racunski da za male Az diferencijal df (z) jako dobro aproksimira difer-
enciju A f(x), $to u sustini znaci da u dovoljno maloj okolini tocke z tangenta jako dobro aproksimira
graf funkcije. Naime, vrijedi

hm<Aﬂ@#@» _ hm(Aﬂ@_fﬁwm>_hm(Aﬂ@_wa_

Az—0 Ax Az—0 Ax Az Az—0 Az

— fl2) - f()=0.

Ovo znaéi da je za dovoljno male Az razlika izmedu veli¢ina Af(x) i df(z) zanemarivo mala u
odnosu na veli¢inu Az.

Zadatak 5.18 Odredi diferencijal funkcije: a) f(z) = /& u totki v = 4 za pomak Az = 1, b)
fl@) = % w tocki x = 2 za pomak Ax = %. Skiciraj geometrijsko znacenje diferencijala.
5.6 Derivacije i diferencijali viseg reda

Neka je f : X — R funkcija i f/ : X’ — R njena derivacija. Obzirom da je f’ takoder funkcija,
mozemo i nju derivirati, tj. za x € X’ definiramo

(@) = (f) (@) = lm {EHAD = (@)

Az—0 Ax

Ako f”(x) postoji i konacan je, onda kazemo da je funkcija f dva puta derivabilna u tocki z, a broj
f"(x) nazivamo derivacijom drugog reda funkcije f u tocki z. Sada mozemo definirati derivaciju i
diferencijal drugog reda.

Definicija 5.19 Neka je f : X — R funkcija ¢ neka je X" C X skup svih totaka u kojima je
funkcija f dva puta deriwabilna. Tada funkciju f” : X" — R koja broju x € X" pridruiuje broj
(f)(x) = f"(x) nazivamo derivacijom drugog reda funkcije f.

Definicija 5.20 Neka je f: X — R funkcija, te neka je x € X totka u kojoj je funkcija f dva puta
derivabilna. Diferencijal drugog reda d? f(x) funkcije f u tocki x definiran je sa d* f(x) = f"(x)-Ax?.

Naravno, postupak deriviranja se sada moze primijeniti dalje na funkciju f”. Opéenito, derivacija
n—tog reda f(™(x) funkcije f u tocki x definirana je induktivno sa

@) = (70 (@),
a diferencijal n—tog reda d" f(z) sa
d" f(z) = f™ () - Az
Zadatak 5.21 Odredi f"(z) ako je: a) f(z) = 2+ 32%, b) f(x) = €®.

Zadatak 5.22 Odredi ™) (x) ako je: a) f(x) =sinz, b) f(z) = Inaz.
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5.7 Osnovni teoremi diferencijalnog racuna

Navedimo sada nekoliko osnovnih teorema diferencijalnog ra¢una.

Teorem 5.23 (Fermat) Neka je f : X — R funkcija koja na intervalu [a,b] C X najvetu ili
najmanju vrijednost postize u unutarnjoj tocki c € {(a,b) intervala. Ako je funkcija f derivabilna u
tocki ¢, onda je f'(c) = 0.

Geometrijski, Fermatov teorem se moze interpretirati na sljede¢i na¢in: ako u unutarnjoj tocki
intervala ¢ s najmanjom ili najve¢om funkcijskom vrijednos¢u tangenta na graf postoji, onda je
ta tangenta vodoravna (vidi Sliku a)). Uoc¢imo da je u Fermatovom teoremu jako vazna pret-
postavka da je ¢ unutarnja tocka intervala (tj. ¢ € (a,b)). Naime, funkcija f u rubnim tockama
intervala [a, b] moZe postizati najmanju ili najveéu vrijednost, a da tangenta ipak ne bude vodoravna

(vidi Sliku [5.6]b)).
a) b)

\ 4
Qi i i i
\ 4

S i— i i
(SR S
S]

Slika 5.6: Fermatov teorem: a) u unutarnjim totkama intervala vrijedi, b) na rubovima intervala
opcenito ne vrijedi.

Sljedeci teorem je posljedica Fermatovog teorema.

Teorem 5.24 (Rolle) Neka je f: X — R funkcija koja je neprekidna na zatvorenom intervalu
[a,b] C X, derivabilna na otvorenom intervalu {a,b), te neka je f(a) = f(b). Tada postoji unutarnja
tocka ¢ € (a,b) intervala takva da je f'(c) = 0.

Geometrijski, Rolleov teorem se moze interpretirati na sljede¢i nac¢in: ako je sekanta na graf
kroz krajnje tocke intervala [a,b] vodoravna, onda postoji unutarnja tocka c intervala u kojoj je
tangenta na graf vodoravna (vidi Sliku a) ). Uocimo da je uvjet derivabilnosti funkcije f na
intervalu (a, b) vazan, jer se bez njega moze dogoditi da Rolleov teorem ne vrijedi, tj. da funkcija
nije derivabilna u tocki koja bi trebala biti dodirna tocka pravca paralelnog sa sekantom (vidi Sliku
b)),

Rolleov teorem se moze poopéiti i na slucaj kad sekanta na graf kroz rubne tocke intervala nije
vodoravan pravac. Poopcenja su dana Cauchyjevim i Lagrangeovim teoremom.

Teorem 5.25 (Cauchy) Neka su f i g funkcije koje su neprekidne na zatvorenom intervalu [a,b] ,
derivabilne na otvorenom intervalu {(a,b), te neka je ¢'(xz) # 0 za svaki x € (a,b). Tada postoji
unutarnja tocka c € {(a,b) intervala takva da je

@) _ f) - f(a)
7~ gb) —gla)’
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\

f(a) = £(b) - -/\-

fla) = f(b) 1

A 4

et ---

O o = - -

S
v

et ---

S

Slika 5.7: Rolleov teorem: a) za derivabilnu funkciju vrijedi, b) za funkciju koja nije u svim un-
utarnjim tockama derivabilna opcenito ne vrijedi.

Ako u Cauchyjevom teoremu stavimo g(z) = z, tada je ¢'(z) = 1, te g(b) — g(a) = b — a, pa kao
izravnu posljedicu dobivamo sljedec¢i teorem.

Teorem 5.26 (Lagrange) Neka je f : X — R funkcija koja je neprekidna na zatvorenom inter-
valu [a,b] C X, derivabilna na otvorenom intervalu {(a,b). Tada postoji unutarnja totka c € (a,b)
intervala takva da je

f(b) — f(a)

fle) ==L

Geometrijski, Lagrangeov teorem se moze interpretirati na sljedec¢i nacin: ako je sekanta na graf
kroz krajnje tocke intervala [a, b] kosa, onda postoji unutarnja tocka c intervala u kojoj je tangenta
na graf paralelna sa tom sekantom (vidi Sliku . Naravno, Lagrangeov teorem ukljucuje i slucaj
kad je sekanta vodoravna, ali taj slu¢aj ne spominjemo posebno, jer je taj slucaj pokriven Rolleovim
teoremom. Takoder, uvjet derivabilnosti funkcije f na intervalu (a,b) je opet vazan, jer se bez
njega moze dogoditi da Lagrangeov teorem ne vrijedi, tj. da funkcija nije derivabilna u toc¢ki koja
bi trebala biti dodirna tocka tangente paralelne sa sekantom (vidi Sliku [5.8)).

Ul S -
\ 4

oI S -
\ 4

Slika 5.8: Lagrangeov teorem: a) za derivabilnu funkciju vrijedi, b) za funkciju koja nije u svim
unutarnjim to¢kama derivabilna opéenito ne vrijedi.

Konacno, uoc¢imo da i Rolleov i Lagrangeov teorem osiguravaju postojanje barem jedne tocke
¢ s navedenim svojstvom, no to niposto ne znaci da ta tocka mora biti jedina, nego ih moze biti i
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vise (vidi Sliku [5.9).
a) b)

fla) = f(b) 1

\ 4

A 4

ST -~ 4
o

AR

(R -

N

o~ -
e+ -

TG .

O oo = e

Slika 5.9: Primjer da moze postojati vise tocaka c¢ za: a) Rolleov teorem, b) Lagrangeov teorem.

Teorem 5.27 (L’Hospitalovo pravilo) Neka za funkcije f,g: X — R wvrijedi
lim f(z) =04 limg(z) =0
xr—c xr—c

pri temu je ¢ € {a,b) C X. Neka su f i g neprekidne na skupu [a,b] i neprekidno derivabilne na
skupu (a,b) \ {c}. Ako postoji lim,_.. f'(x)/g'(x) = k, pri cemu je k € R ili k = 400 ili k = —o0,

onda je
o @) @)

z—c g(x) a:LmC g'(z) -

Napomena 5.28

1. L’Hospitalovo pravilo vijedi i kada x — +o0 ili © — —o00, za neodredeni oblik oco/oco te za
limese 1 derivacije slijeva ili zdesna.

2. L’Hospitalovo pravilo se moZe primijeniti vise puta uzastopce ako se ponovo dobije jedan od
neodredenih oblika 0/0 ili co/co te ako nove funkeije ispunjavaju uvjete Teorema ili neke
njegove varijante iz prethodne tocke ove napomene.

3. Ostali neodredeni oblici se pogodnim transformacijama mogu svesti na jedan od oblika 0/0 ili
00/ 00.
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Poglavlje 6

Tok i graf funkcije

6.1 Asimptopte

Asimptota funkcije je svaki pravac sa svojstvom da udaljenost izmedu tocke na grafu funkcije i tog
pravca tezi k nuli kada tocka na grafu odmice u beskonacnost. Funkcija moze imati vertikalne,
horizontalne i kose asimptote.

Definicija 6.1 Pravac x = a je vektikalna asimptota grafa funkcije f s lijeva, ako je

lim f(z) =+o0 ili lim f(z) = —oc.

r—a— T—a—

Pravac x = a je vektikalna asimptota grafa funkcije f s desna, ako je

lim f(z) = +oo ili lirn+ f(z) = —c0.

z—a™t T—a

Uocimo da pravac z = a moze biti samo lijeva, samo desna, te obostrana asimptota (vidi Sliku
. Ako je pravac x = a obostrana vertikalna asimptota, onda ¢esto kazemo samo da je vertikalna
asimptota. Vertikalna asimptota moze postojati na otvorenim kona¢nim rubovima domene, te u
tockama prekida.

a) b) c)

Slika 6.1: Pravac z = a je vertikalna asimptota: a) samo s lijeva, b) samo s desna, c) s obje strane.

81
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Definicija 6.2 Pravac y = b je horizontalna asimptota grafa funkcije f s lijeva ako je

lim f(z)=0.

r——00
Analogno, pravac y = b je horizontalna asimptota grafa funkcije f s desna ako je

m f(@)=b.

Uoc¢imo da pravac y = b moze biti samo lijeva, samo desna, te obostrana horizontalna asimptota
(vidi Sliku . Takoder, ako neki graf ima horizontalnu asimptotu s obje strane, to ne mora biti
isti pravac (vidi Sliku . Vazno je napomenuti da horizontalne asimptote mogu postojati samo
na beskona¢nim rubovima domene, te ako domena nema beskonaéni rub s jedne ili s obje strane,
onda nema smisla traziti asimptotu na toj jednoj ili obje strane jer u tom slucaju odgovarajuci
limes jednostavno nije definiran.

_~ = 7/ g \v £

Slika 6.2: Pravac y = b je horizontalna asimptota: a) samo s lijeva, b) samo s desna, c) s obje
strane.

Slika 6.3: Horizontalna asimptota s obje strane ne mora biti isti pravac.

Konacno, preostaje definirati kose asimptote. Dok su vertikalni i horizontalni pravci odredeni
samo jednim brojem, odsjeckom a na osi x za vertikalne pravce, odnosno odsjetkom b na osi y za
horizontalne pravce, kosi pravci imaju jednadzbu oblika y = kx 4+ pri ¢emu je k koeficijent smjera,
a [ odsjecak na osi y. To znaci da za definirati kosu asimptotu treba uvesti dvije formule - formuu
za k i formulu za [.

Definicija 6.3 KaZemo da je pravac y = kx+1 kosa asimptota grafa funkcije f s lijeva ako postoje
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kleR (k+#0) takvi da je

x
lim f@) =ki lim (f(z)—kx)=1L
r——00 I r— —00
Analogno, pravac y = kx +1 je kosa asimptota grafa funkcije f s desna ako postoje k,l € R (k #0)
takvi da je
1 —r = 1 — =1.
Jim = ki L_l)rfoo(f(a:) kx) =1
Dakle, da bi postojala kosa asimptota, odgovaraju¢i par limesa mora postojati i biti konacan
(jednak realnim, dakle kona¢nim brojevima k,! € R). Uo¢imo dodatni uvjet k # 0. Razlog takvom
ogranicenju je §to za k = 0 dobivamo horizontalni pravac, a horizontalne asimptote smo ve¢ defini-
rali. Pravac y = kx 4 | moze biti samo lijeva, samo desna, te obostrana kosa asimptota (vidi Sliku
6.4). No, ako kosa asimptota s obje strane postoji, to ne mora biti isti pravac (vidi Sliku . Valja
napomenuti i da ne mogu s iste strane postojati i horizontalna i kosa asimptota, jer u tom slucaju
krivulja ne bi predstavljala graf funkcije, ali horizontalna i kosa asimptota s razli¢itih strana mogu

postojati (vidi Sliku [6.6)).

a) b)
Y
A ]

-
z -~
z -
-

Slika 6.5: Kosa asimptota s obje strane ne mora biti isti pravac.

Kose asimptote, kao i horizontalne, mogu postojati u beskona¢nim rubovima domene, te ako
domena neke funkcije nema jedan ili oba beskona¢na ruba, onda na tom jednom ili oba beskonacéna
ruba nema smisla traziti asimptotu jer odgovarajuci limesi u tom beskona¢nom kraju nisu definirani.

Zadatak 6.4 Neprekidna funkcija f ima domenu:

a) (—1,+00), b) (0,1) U (1,400), ¢){—00,0],
d) <7OO’+OO>7 6) <*232>) f) [7272] .
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a) b)

Slika 6.6: Horizontalna i kosa asimptota: a) ne mogu postojati obje s iste strane, ali b) mogu
postojati sa razli¢itih strana.

Postavi limese kojima bi traZio asimptote funkcije!

Zadatak 6.5 Nabroji barem tri raznovrsne osnovne elementarne funkcije koje imaju vertikalne
asimptote (samo jedna smije biti opéa potencija). Za svaku funkciju skiciraj graf i navedi barem
jedan pravac koji je vertikalna asimptota.

Zadatak 6.6 Nabroji barem tri raznovrsne osnovne elementarne funkcije koje imaju horizontalne
asimptote (samo jedna smije biti opéa potencija). Za svaku funkciju skiciraj graf i napisi koji pravci
su horizontalne asimptote.

6.2 Monotonost

U poglavlju o svojstvima funkcije definirali smo monotone funkcije, te smo rekli da je funckija
f monotono rastuéa (padajuéa) na intervalu I ako i samo ako je svaka sekanta na graf na tom
intervalu rastu¢a (padajuca). Povezimo sada to sa tangentom, odnosno derivacijom. Naime, ako
je funkcija f rastuca na intervalu I domene, onda je svaka sekanta grafa na tom intervalu rastuca,
§to dalje implicira da je i svaka tangenta na tom intervalu rastuéa, iz ¢ega zaklju¢ujemo da vrijedi
f'(x) >0 za svaki x € 1.

Obratno, pretpostavimo da vrijedi f'(x) > 0 za svaki « € I. Promotrimo dvije tocke z1, 29 € I
takve da je 1 < z3. Po Teoremu Lagrangea znamo da sekanta na graf kroz tocke x1 i 9 mora biti
paralelna sa tangentom na graf u nekoj to¢ki ¢ € (x1,x2) . Obzirom da je f'(x) > 0 za svaki z € I,
to znaci da je i f’(¢) > 0, pa je tangenta na graf u tocki ¢ rastuéa, $to znaci da je sekanta na graf
kroz tocke x1,zo takoder rastuca, pa je i funkcija rastuc¢a po definiciji. Posve analogno vrijedi i za
pad funkcije. Ovime smo pokazali da vrijedi sljedeéi teorem.

Teorem 6.7 Neka je funkcija f : X — Y deriwabilna na otvorenom intervalu I C X. Funkcija f
na intervalu I je:

1. monotono rastuéa ako i samo ako je f'(x) > 0 za svaki x € I;

2. monotono padajuéa ako i samo ako je f'(x) <0 za svaki x € 1.

Geometrijska interpretacija ovog kriterija je sljede¢a: funkcija f je monotono rastuéa (padajuca)
na intervalu I ako i samo ako je svaka tangenta rastuca (padajuéa). Ovo je ilustrirano Slikom
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Posljedica ovog teorema je da za neprekidno derivabilnu funkciju f : X — Y i unutarnju tocku
domene c vrijedi:

1. ako je f'(c) > 0, onda je funkcija f rastu¢a u okolini tocke c;

2. ako je f'(c¢) < 0, onda je funkcija f padajuca u okolini tocke c.
Stovise, sto je prva derivacija f’(c) po apsolutnoj vrijednosti veéa, to je rast ili pad funkcije u okolini
tocke ¢ strmiji (vidi Sliku[6.8). Uo¢imo, ako je f'(c) = 0, onda nista ne znamo o monotonosti funkcije
u okolini tocke ¢, funkcija moze biti monotona (i rastué¢a i padajuéa), ali i ne mora.
Zadatak 6.8 Ispitaj je li funkcija f(x) rastuéa ili padajuéa u okolini totke xo, ako je: a) f(x) =
203 —xixzo=1,0) f(x) =20 —2% ixzg =2, ¢) f(x) =120 — 23 i xg = —2.

a) b)

R — = ——

e
HV
HV

/

Slika 6.7: Geometrijsko znacenje kriterija: a) monotonog rasta, b) monotonog pada, funkcije u
okolini tocke x.

a) b)
YA Yy ¢
i i
1 1
1 1
| |
1
— i S i H S
L] L] z L] Ll z
T T2 T T T2 T

Slika 6.8: Geometrijsko znacenje iznosa derivacije: a) 0 < f'(z1) < f'(z2), b) f'(z1) < f'(z2) <O.
Sada zelimo definirati tocke lokalnog ekstrema funkcije.

Definicija 6.9 Neka je f : X — R funkcija, te neka je ¢ € X unutarnja tocka domene u kojoj je
funkcija f neprekidna. Kazemo da funkcija f u tocki c ima:
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1. lokalni minimum f(c) ako postoji otvorena okolina I totke c takva da je f(c) < f(x) za svaki
x € I\{c},

2. lokalni maksimum f(c) ako postoji otvorena okolina I totke c takva da je f(c) > f(x) za svaki
x € I\{c}.

Ako funkcija u tocki ¢ ima lokalni minimum ili maksimum, onda kaZemo jos i da funkcija f ima
lokalni ekstrem wu tocki c.

Tlustracija lokalnog minumuma i maksimuma prikazana je na Slici Uoc¢imo da lokani mini-
mum ne mora biti i globalni minimum, tj. moze postojati to¢ka x dovoljno daleko od tocke mini-
muma ¢ u kojoj funkcija ima manju vrijednost nego u tocki c. Posve analogno, lokalni maksimum
ne mora biti globalni maksimum. Ova ¢injenica ilustrirana je na Slici [6.10]

a) b)
YA YA

FOFS /|

H\(
QOF-——————
H\(

[

Slika 6.9: Geometrijsko znacenje: a) lokalnog minimuma, b) lokalnog maksimuma.

a)

Slika 6.10: Uo¢imo da: a) lokalni minimum ne mora biti globalni, b) lokalni maksimum ne mora
biti globalni.

Sada zelimo pronaéi kriterije za utvrdivanje postojanja ekstrema u nekoj tocki domene funkcije.
U tu svrhu potreban nam je najprije pojam kriti¢ne tocke funkcije.

Definicija 6.10 Neka je f: X — Y funkcija, te neka je ¢ € X unutarnja totka domene u kojoj je
funkcija f neprekidna. Kazemo da je ¢ kritiéna tocka funkcije f ako je f'(c) = 0 ili ako f'(c) ne
postoji. Kriticne tocke u kojima je f'(c) = 0 zovu se jo§ i stacionarne tocke.
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Geometrijska interpretacija kriticne tocke je sljede¢a: unutarnja tocka ¢ domene je kriti¢na ako
je tangenta na graf u tocki ¢ vodoravna ili ne postoji. Sada vrijedi sljede¢i teorem

Teorem 6.11 (Nuzan uvjet postojanja ekstrema) Neka je f : X — Y funkcija, te neka je
¢ € X unutarnja tocka domene u kojoj je funkcija f meprekidna. Ako funkcija f ima lokalni
ekstrem u tocki c, onda je ¢ kriti¢na tocka funkcije f.

Uoc¢imo da je uvjet iz prethodnog teorema nuzan za postojanje ekstrema, ali ne i dovoljan.
Drugim rije¢ima, ako funkcija f ima ekstrem u tocki ¢, onda je ¢ kriti¢na tocka funkcije. No obrat
opcéenito ne vrijedi, tj. ako je c kriti¢na tocka funkcije, to ne znac¢i da funkcija f ima u tocki c
ekstrem (moze ga imati, ali i ne mora). Obzirom na geometrijsku interpretaciju kriti¢ne tocke,
mozemo reci:

1. ako je c tocka ekstrema funkcije, onda je tangenta na graf u tocki ¢ vodoravna ili ne postoji;

2. ako je tangenta na graf u toc¢ki ¢ vodoravna ili ne postoji, to ne znaci da je tocka c sigurno
tocka ekstrema funkcije.

Geometrijska ilustracija Teorema o nuznom uvjetu postojanja ekstrema prikazana je na Slici [6.11}

a) b)
YA YA
e | — |
: \’a i \;a:
c) d)
YA YA
A : ; :
/ c 2 1 c x

Slika 6.11: Ako je ¢ tocka ekstrema funkcije, onda je tangenta na graf funkcije u tocki ¢ : a)
vodoravna ili b) ne postoji. S druge strane, ako je u tocki ¢ tangenta na graf: c¢) vodoravna ili d)
ne postoji, to ne znaci da je ¢ tocka ekstrema funkcije.

Teorem 6.12 (Prvi dovoljan uvjet postojanja ekstrema) Neka je f : X — Y funkcija, te
neka je ¢ € X unutarnja tocka domene u kojoj je funkcija f neprekidna. Neka je pri tom funkcija
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f derivabilna u okolini totke ¢ osim eventualno u samoj tocki c. Ako prva derivacija f' mijenja
predznak u ¢, onda funkcija f ima lokalni ekstrem u tocki c, i to:

1. lokalni minimum ako f' mijenja predznak iz "—" u "+",

2. lokalni maksimum ako f' mijenja predznak iz "+" u "—".

Neformalnije re¢eno, dovoljan uvjet iz prethodnog teorema znaci sljedece: u tocki c ¢e biti lokalni
minimum, ako funkcija prije tocke ¢ pada (f’(z) < 0), a nakon tocke ¢ raste (f'(x) > 0). Nadalje,
u tocki ¢ ¢e biti lokalni maksimum, ako funkcija prije tocke ¢ raste (f'(z) > 0), a nakon tocke ¢
pada (f'(x) < 0).

Teorem 6.13 (Drugi dovoljan uvjet postojanja ekstrema) Neka je funkcija f: X — Y dva
puta derivabilna u stacionarnoj tocki c € X. Ako je f"(c) # 0, onda funkcija f ima lokalni ekstrem
fe) u tocki ¢, i to:

1. lokalni minimum ako je f"(c) >0,

2. lokalni maksimum ako je f"(c) < 0.

U sljedecem poglavlju uvest ¢emo kriterije za konkavnost i konveksnost funkcije u okolini neke
totke. Obzirom na te uvjete, ovdje mozemo unaprijed neformalnije re¢i da ovaj dovoljan uvjet
znaci sljedete: u stacionarnoj tocki ¢ ¢e biti lokalni minimum, ako je funkcija u tocki ¢ konveksna
(f"(c) > 0). Nadalje, u stacionarnoj tocki ¢ ¢e biti lokalni maksimum, ako je funkcija u tocki ¢
konkavna (f(c) < 0).

Zadatak 6.14 Odredi lokalne ekstreme funkcije f(x) = 23 — 622 + 92 po prvom dovoljnom uvjetu
za, postojanje ekstrema.

Zadatak 6.15 Odredi lokalne ekstreme funkcije f(x) = 12x + 322 — 223 po drugom dovoljnom
uvjetu za postojanje ekstrema.

Zadatak 6.16 Ispitaj ima li funkcija f(x) ekstrem u tocki xo ako je: a) f(x) = 2® — 4z i 2y = 2,
b) f(z) =322 —23 img =2, ¢) f(z) =23 — 922 + 27w i 29 = 3.

Prokomentirajmo za kraj pitanje zasto smo se u razmatranju ekstrema ograni¢ili na unutarnje
tocke domene u kojima je funkcija neprekidna. Razlog takvom ograni¢enju nije to §to pojam
ekstrema na rubovima domene ili u tockama prekida fizikalno nema smisla, nego zato sto kriteriji
koje razvijamo (nuzan i dovoljan uvjet za postojanje ekstrema) u takvim toCkama opcenito ne
vrijede. Primjer da nuzan uvjet ne mora vrijediti na rubovima domene ilustriran je Slikom [6.12
a), dok je primjer da dovoljan uvjet ne mora vrijediti u tockama prekida ilustriran Slikom b).
Dakle, kad se modeliraju razli¢ite fizikalne pojave, onda se postojanje ekstrema na rubovima i u
tockama prekida mora posebno provjeravati.
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Slika 6.12: Uocimo da: a) nuzan uvjet postojanja ekstrema opéenito ne vrijedi na rubovima domene,
b) dovoljan uvjet postojanja ekstrema opcenito ne vrijedi u tockama prekida funkcije.

6.3 Zakrivljenost

U poglavlju o svojstvima funkcija uveli smo pojam zakrivljenosti (konveksnost i konkavnost), te
uocili da konveksnost funkcije na intervalu znaci da je odsjecak svake sekante iznad grafa funkcije,
a konkavnost funkcije na intervalu znaci da je odsjecak svake sekante ispod grafa funkcije. Sli¢no
kao kod monotonosti, sada pojam zakrivljenosti moZemo povezati sa derivacijom funkcije f, samo
ovaj put derivacijom drugog reda.

Teorem 6.17 Neka je funkcija f : X — Y dvaput derivabilna na otvorenom intervalu I C X.
Funkcija f na intervalu I je:

1. konveksna ako i samo ako je f"(x) >0 za svaki x € I;

2. konkavna ako i samo ako je f"(x) <0 za svaki x € I.

Geometrijsko znacenje ovog kriterija konveksnosti funkcije na intervalu je da koeficijent smjera
tangente raste (tj. funkcija f’ je rastu¢a), a konkavnosti da koeficijent smjera tangente opada (tj.
funkcija f’ je padajuéa), sto je ilustrirano Slikom Posljedica ovog teorema je da za dvaput
neprekidno derivabilnu funkciju f : X — Y i unutarnju toc¢ku domene ¢ vrijedi:

1. ako je f"(c) > 0, onda je funkcija f konveksna u okolini tocke c,

2. ako je f(c) < 0, onda je funkcija f konkavna u okolini tocke c.

Ponovo, ako je f”(c) = 0, onda ne znamo nista o zakrivljenosti funkcije f u okolini tocke ¢, tj.
funkcija moze biti i konkavna i konveksna, ali i ne mora biti.

Zadatak 6.18 Sto znamo o monotonosti i zakrivljenosti funkcije u okolini zadane tocke, ako je:
a) f()=2, /(1) =2, f"(1) = =1, 0) f3) =1, f'3) = =3, ["(3) = 3; ¢) f(2) =2, f'(2) = 0,
f(2)=-2;d) f(2) =1, f'(2) =1, f"(2) = 2. Skiciraj izgled funkcije u okolini zadane tocke.
Zadatak 6.19 Ispitaj monotonost i zakrivljenost funkcije f(x) u toeki xo, za: a) f(z) = 4o — a3 i
2o=1,0) flz)=a® 42 +12 i20 =2, ¢) f(z) = (x —1)3 i zg = 1.
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a) b)

Slika 6.13: Geometrijsko znacenje kriterija: a) konveksnosti, b) konkavnosti funkcije na intervalu.

Sada zelimo definirati tocke u kojima se zakrivljenost mijenja, po uzoru na ekstreme koji su
tocke u kojima se monotonost mijenja.

Definicija 6.20 Neka je f: X — R funkcija, te neka je c € X unutarnja tocka domene u kojoj je
funkcija f neprekidna. Kazemo da je c tocka infleksije ako postoji lijeva okolina totke ¢ na kojoj je
funkcija strogo konkavna, te desna na kojoj je strogo konveksna, ili obratno.

Ilustracija pojma infleksije prikazana je na Slici Sliéno kao kod ekstrema, uvodimo nuzan
i dovoljan uvjet postojanja infleksije u tocki.

a) b)
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Slika 6.14: Geometrijsko znacenje tocaka infleksije.

Teorem 6.21 (Nuzan uvjet postojanja infleksije) Neka je f: X — Y funkcija, te neka je ¢
unutarnja tocka domene u kojoj je funkcija dva puta derivabilna. Ako funkcija f ima infleksiju u
tocki ¢, onda je ' (c) = 0.

Uoc¢imo da je uvjet iz prethodnog teorema nuzan za postojanje infleksije, ali ne i dovoljan.
Drugim rije¢ima, ako funkcija f ima infleksiju u tocki ¢, onda je f/(¢) = 0. No obrat opéenito ne
vrijedi, tj. ako je f/(c) =0, to ne znaéi da funkcija f sigurno ima infleksiju u tocki ¢. Primjer za
to je funkcija f(z) = z* za koju u tocki ¢ = 0 vrijedi f”(c) = 0, ali u ¢ = 0 funkcija ipak nema
tocku infleksije.
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Teorem 6.22 (Dovoljan uvjet postojanja infleksije) Neka je f: X — Y funkcija, te neka je
c unutarnja tocka domene u kojoj je funkcija dva puta derivabilna. Ako f” mijenja predznak u tocki
¢, onda funkcija f ima infleksiju u tocki c.

Neformalnije se moze re¢i da dovoljan uvjet postojanja infleksije znaéi sljedete: funkcija ¢e u
tocki ¢ imati infleksiju: ako je funkcija prije tocke ¢ konkavna, a poslije konveksna, ili obratno - ako
je prije tocke ¢ funkcija konveksna, a poslije konkavna (vidi Sliku [6.14]).

Zadatak 6.23 Odredi totke ekstrema i infleksije za f(x) = 2% — 922 + 15z.
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Poglavlje 7

Nizovil 1 redovi

7.1 Nizovi brojeva

Intuitivno, niz realnih brojeva je

3 1 45
2,—,—4,=-,7,v2,3,3, —, ...
5 2 V2 7
Mozemo smatrati da je niz nastao tako $to smo svakom mjestu u nizu (prvo, drugo, trece, ...)
pridruzili po jedan realni broj (2, %, —4,...). Dakle, mozemo uvesti sljede¢u formalnu definiciju.

Definicija 7.1 Niz realnih brojeva je svaka funkcija a : N — R.

Ako je a : N — R neki niz realnih brojeva, onda se funkcijska vrijednost a(n) oznacava jos i sa

a, 1 naziva n—ti ¢lan niza. Niz se najcesce zadaje zadavanjem analiticke formule za a,, a cijeli niz

se tada oznacava sa {a, }. Primjerice, sa a,, = % zadan je niz

1
1 e,
5

e~ =

1
)37

N | =

9

dok je sa a,, = 2" zadan niz
2,4,8,16,32,64,. ..

Obzirom da je niz realna funkcija realne varijable, kazemo da je niz omeden (odnosno monotono
rastuéi ili padajuéi) ako je kao funkcija omeden (odnosno rastuéi ili padajuéi).

Definicija 7.2 KaZemo da je niz realnih brojeva stacionaran, ako su od nekog mjesta u nizu pa
nadalje svi ¢lanovi niza medusobno jednaksi.

Primjerice, sa

zadan je stacionarni niz realnih brojeva

2,4,6,8,5,5,5,5,5,...,5,. ..

93
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Definicija 7.3 KaZemo da je niz realnih brojeva alternirani, ako su svaka dva susjedna ¢lana u
nizu suprotnog predznaka.

. . . (71)n+1
Primjerice, sa a,, = -

zadan je alternirani niz

Zadatak 7.4 Zadani su nizovi: a) a, =n+(—1)", b) a, = (3)", ¢) a, = sin(n), d) a, = cos(n).

Napisi nekoliko prvih ¢lanova niza, odgovort je li niz ogranicen, monoton, stacionaran ili alternirani.

Najcescte ¢e nas zanimati limes niza. Obzirom da je limes definiran samo u tockama gomilista
domene, a niz ima za domenu skup N ¢ije je jedino gomiliste +o0o, pod limesom niza a,, smatrat
¢emo uvijek limes

lim a,.
n—-+4oo

Definicija 7.5 KaZemo da niz {a,} :

1. konvergira prema L € R, ako vrigedi lim,,—, o a, = L,

2. divergira prema +oo (ili —o0), ako vrijedi limy, 4 oo @y = 400 (ili lim, 100 = —00),

3. divergira, ako limes lim, 4o a, ne postoji.

Zbog jedinstvenosti terminologije u daljnjem izlaganju, u sluc¢aju kad je lim, o ap, = Foo
govorit ¢emo i da niz konvergira prema 4oo. Obzirom da je niz realnih brojeva zapravo realna
funkcija realne varijable, onda za limes niza vrijede sva svojstva koja smo uveli u poglavlju o
limesima funkcija.

Takoder, ako se niz {a,, } moze progiriti do neprekidne funkcije koja u +00 ima limes L € R, onda i

niz {a,, } konvergira prema L. Kod odredivanja limesa funkcije koja progiruje niz mozemo primijeniti
tehnike za nalazenje limesa funkcija realne varijable (logaritamsko deriviranje, L'Hospitalovo pravilo

).

Zadatak 7.6 Prosirenjem po neprekidnosti pokaZi da vrijedi:

1
a) lim (1+E)”:e, b) lim Yn=1,c) nlim Ya=1 (zaa>0).

n—-+o0o n—-4o0o — 400

7.2 Redovi brojeva

U prethodnom poglavlju uveli smo (beskonaé¢ne) nizove realnih brojeva. U ovom poglavlju razmatrat
¢emo pitanje sume svih ¢lanova takvih nizova.

Definicija 7.7 Neka je {an} niz realnih brojeva. Red realnih brojeva Z:ﬁ an, je zbroj svih ¢lanova
niza {an}.
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Prirodno se namece pitanje - pa zar nije suma beskonatno mnogo (pozitivnih) ¢lanova niza
uvijek jednaka beskona¢no? Vrlo jednostavno se moze pokazati da to nije slu¢aj. Naime, za ¢lanove
niza a, = 2% vrijedi

1+1+1+1+ =1
2 4 8 16

sto se lako vidi ako uoc¢imo da ¢lanovi niza predstavljaju djelove povrsine kvadata sa stranicom
duljine jedan (vidi Sliku . Dakle, suma nekih redova moze biti konac¢an broj, pa ¢emo za takve
redove govoriti da su sumabilni ili zbrojivi ili jos konvergentni. Uvedimo sada formalno definiciju
konvergentnog reda.

[

o=
:|>—‘

Slika 7.1: Geometrijsko znacenje reda :g 2% : suma je jednaka povrsini kvadrata ¢ija stranica je

duljine 1.

Definicija 7.8 Neka je Z:ﬁ an, red realnih brojeva. Broj s = Z]:L=1 an naziva se k—ta parcijalna

suma reda. Niz {sy} naziva se niz parcijalnih suma reda.

Definicija 7.9 KaZemo da je red Ziz ay, konvergentan (ili zbrojiv ili sumabilan), ako niz parci-
jalnih suma {sy} konvergira prema konatnom broju s. Broj s se naziva sumom reda.

Primjerice, vrijedi
+oo
> =141l T T sk} = 12,345,k oo

pa red Z:§<1)7L nije zbrojiv, dok s druge strane vrijedi

k _
Lo

Z+M1—1+1+1+i+ :>{S}_1§
- k _2747 P 9k )

n=120 2 ' 4 8 ' 16

col 3

i

—_

pa red Z:z % jest zbrojiv i zbroj mu je jednak jedan.

Zadatak 7.10 Ispitaj konvergenciju reda Zg} ﬁ

Cesto se koriste tzv. harmonijski i geometrijski red, pa uvedimo njihovu definiciju.

Definicija 7.11 Harmonijski red je red E:g % Geometrijski red je red Z::é a-q", pri temu su
a,q € R ia#0.
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Uoc¢imo da kod geometrijskog reda suma pocinje od n = 0. To nije protivno definiciji reda, jer
vrijedi 37 a-¢" =3 N a- ¢

Zadatak 7.12 Ispitaj konvergenciju: a) harmonijskog reda, b) geometrijskog reda.

Dakle, geometrijski red je konvergentan za |g| < 11 vrijedi

+00 a
§ : n

a-q = ’
n=0

1—gq

dok je za |q| > 1 geometrijski red divergentan. Naravno, sada kad smo uocili da neki redovi mogu
biti zbrojivi, zanima nas utvrditi nuzne i dovoljne uvjete da red bude zbrojiv, tj. da suma reda
bude konacan broj.

Teorem 7.13 (Nuzan uvjet konvergencije reda) Ako je red Zzz an konvergentan, onda je
lim a, =0.
n—-+o0o
Ovaj teorem se moze izre¢i ekvivalentno sa: ako je lim,_, 4 o a,, # 0, onda je red Z:ﬁ an diver-
gentan. Medutim, ako je lim,_, 4.0 a,, = 0, onda red Z:iol a, moZze ali i ne mora biti konvergentan.

Primjerice, za red Z:g nil

vrijedi

. n +oo  n .
ngrfw il 1#0= anl o je divergentan

Medutim, vrijedi

1 +oo 1
li — = 0i — =1
n—1>I—&r-loo n(n+1) ! Zn:l n(n+1) ’
. 1 . too 1,
nkrfoo o= 01 anl - je divergentan.

Sada zelimo utvrditi dovoljne uvjete konvergencije reda, tzv. kriterije konvergencije. U tu svrhu
najprije nam je potreban pojam minorante i majorante reda.

Definicija 7.14 Neka su Z:ﬁ Qp, 1 Z:i'i b, redovi realnih brojeva s pozitivnim clanovima. Ako

od nekog mjesta u nizu vrijedi a,, < by, onda katemo da je red Z:ﬁ b, majoranta reda ZJFOO

n=1 n;
. —+00 . “+oo
dok je red Y~ 7 a, minoranta reda )~ by.
Zadatak 7.15 Zadani su redovi S 120 L S tee 1 st 1 gy cvaki red utvrdi je li minoranta
. n=1 \/n’ n=1 n> n=1 n2" J

ilt majoranta preostala dva reda.

Teorem 7.16 (Kriteriji konvergencije reda) Neka su Z:z ap, 1 Z:ﬁ by, redovi realnih bro-
jeva sa pozitivnim clanovima. Tada vrijede sljedeci kriteriji konvergencije.

1. Poredbeni kriterij 1. Red je konvergentan ako ima konvergentnu majorantu, a divergentan ako
ima divergentnu minorantu.
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2. Poredbeni kriteriyj II. Neka je

Ako je 0 < L < 400, onda oba reda konvergiraju ili oba reda divergiraju.

3. D’Alambertov kriterij. Neka je

. Gn41
lim 2 — .

n—-+4oo (7%

Ako je L < 1 onda red Z:ﬁ an konvergira, ako je L > 1 onda red E:ﬁ a, divergira, a ako
je L =1 onda ovaj kriterij ne daje odluku.

4. Cauchyjev kriterij. Neka je
lim a, = L.
n— 400
Ako je L < 1 onda red Zn 1 an, konvergira, ako je L > 1 onda red Zn 1 @n, divergira, a ako
je L =1 onda ovaj kriterij ne daje odluku.

5. Leibnizov kriterij. Ako za red Z:g an vrigedi a1 > ag > az > ... > ay > ... (4. niz a, je
padajuéi) i vrijedi
lim a, =0,
n—-+4oo

onda je red 3% (—1)"a,, konvergentan.

Uoc¢imo da nam prva Cetiri kriterija iz prethodnog teorema daju uvjet konvergencije za redove
s pozitivnim ¢lanovima, dok nam Leibnizov kriterij daje uvjet konvergencije alterniranog reda (t;j.
reda koji je suma alterniranog niza).

Zadatak 7.17 Ispitaj konvergenciju redova:

+ +
a’) nool #’ b) niol ﬁ! C) n= 1 2"—3’
+ i + nH"
d) n=1 27}” 6) n: 77‘21 ) f) Enz (2n+)1 .

Ako red sadrzi i pozitivne i negativne ¢lanove, a nije alternirani, onda se na njega ne moze
primijeniti ni jedan od kriterija iz Teorema[7.16] U tom sluc¢aju su nam od koristi sljede¢a definicija
i teorem.

Definicija 7.18 KaZemo da je red Z: ay apsolutno konvergentan, ako je red Z 1 lan| konver-
gentan.

Teorem 7.19 Ako je red Zn 1 @ apsolutno konvergentan, onda je red Z:ﬁ an ujedno i konver-
gentan.

Obrat prethodnog teorema ne vrijedi, tj. postoje redovi s negativnim ¢lanovima koji su konver-
gentni, ali koji nisu apsolutno konvergentni. Za takve redove kazemo da su uvjetno konvergentni.
Naravno, ovaj kriterij konvergencije se moze primijeniti i na alternirane redove.

1)n+1

Zadatak 7.20 Ispitaj apsolutnu konvergenciju redova: a) Z b) Z
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7.3 Nizovi i redovi funkcija

Neka je f, : D, — R funkcija za svaki n € N. Niz funkcija je niz
fl7 f27 f37"'7 fna---:{fn}-

Ako se realni broj x nalazi u domeni svake funkcije f,, onda uvrstavanjem tog x u niz funkcija
dobivamo niz brojeva

fi(@), fa(z), fa(@),.. oy ful®),... = {ful2)},

a suma tog niza brojeva je red brojeva

+o0
A@) + fa@) + fa@) + .+ fol@) .= ful2).

Skup svih takvih redova brojeva naziva se red funkcija i oznacava sa Z:z n-

Definicija 7.21 Neka je f, : D, — R funkcija za svaki n € N, te neka je D = NypenDy,. Red
funkcija Z:g fn je skup svih redova brojeva

+oo
D fal@) = fi(@) + fo(@) + fs(@) + ..+ ful@) + ... zaz €D.

Skup D naziva se podrucje definicije ili domena reda funkcija.

Primjerice, sa f,(x) = 2™ zan € NU {0} je zadan niz funkcija

{z"} = La, a3, .. a", ...

Domena svake funkcije u nizu je cijeli skup R, pa je podrudje definicije reda funkcija

+00

dat=lt+a+ad+a . a4

n=0
cijeli skup R. Sada u taj red funkcija mozemo uvrstavati bilo koji € R i dobivati redove brojeva.
Primjerice, vrijedi

+o0 1+1+1+1+... zaz=1
da"={ 1+2+4+8+... zaw=2
n=0 1+3+34+34+... zaz=3

Definicija 7.22 Neka je Z;ri'i fn red funkcija i D njegovo podrucje definicije. Podrucje konver-
gencije reda funkcija Z:g fn je skup svih x € D za koje red brojeva E:ﬁ fn(x) konvergira.

Na podruéju konvergencije reda funkcija Z:ﬁ frn moze se definirati funkcija s pravilom

“+oo
s(@) = falx).

n=1

Ovako definirana funkcija naziva se sumom reda funkcija :2 n. Dakle, ispitivanje konvergencije

reda funkcija ::2 fn svodi se na odredivanje podrucja konvergencije reda (tj. svih z € R za koje
red brojeva ZIS fn(x) konvergira), te na odredivanje funkcije s(z) na tom podruéju.

Zadatak 7.23 Ispitaj konvergenciju reda funkcija Ii% x”.
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7.4 Red potencija

Posebno vaznu ulogu u raznim primjenama ima tzv. red potencije, tj. red koji se dobije sumiranjem

funkcija
fo(x) = an(z — x0)" zan € NU{0}.

Dakle, red potencija je red oblika

“+o00
Za”(x _xo)n = aop +a1(37 — ) +a2(1‘—$€0)2 + .. Fan(z— 3;0)” NI

n=0

pri ¢emu je xg € R, te a, € R za svaki indeks n € NU {0}. Brojevi a,, nazivaju se koeficijenti reda
potencija.

Definicija 7.24 Radijus konvergencije reda potencija Z:i% an(x — x0)™ je broj R za kojeg vrijedi

1
il R lim  {/|an]|.

n—-+o0o

An 41
Qn

— = lim
R n—-+o0o

Posebno, ako su ovi limesi jednaki 400 onda je R = 0, a ako su jednaki 0 onda je R = +o0.

Teorem 7.25 (Kriterij konvergencije reda potencija) Ako je R radijus konvergencije reda

;Z% an(x — 20)", onda taj red konvergira za svaki x za koji je |x — xo| < R, divergira za svaki x

za koji je |x — xo| > R, dok za x za koji je |x — x| = R ovayj kriterij ne daje odluku.
Dakle, prethodni teorem kaze da red potencija Z:i% an(x — xo)™ konverira sigurno za
z € (o — R,z0 + R),

te eventualno jo§ na rubovima tog intervala gdje konvergenciju reda treba posebno ispitivati, dok
za sve ostale x € R red potencija divergira. Posebno, ako je xo = 0 onda red potencija poprima
oblik

+oo

n __ 2 n
E apx"” =ap + a1 +agx” + ... +apx +...,
n=0

te konvergira za

z € (—R,R)
i jos eventualno na rubovima tog intervala, pri ¢emu je R radijus konvergencije reda.

Zadatak 7.26 Ispitaj konvergenciju reda potencija: a) 350 na™, b) S0 nla™, ¢) 3020 Lan,

n=0 n!

7.5 Taylorov red

Teorem 7.27 Neka je funkcija f : X — R derivabilna n+ 1 puta u okolini tocke xy. Tada za svaki
x 1z te okoline vrijedi

f(")(xo)

fﬁgo) (@ —20)* +... + T (@ — )" + Ru(a)

(o)
1!

f(@) = f(xo) + (x — o) +
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pri cemu je
f(n+1)(c)
(n+1)!

za neki ¢ = xp + 0(x — zp) gdje je 0 < 6 < 1.

Rn(x) _ n+1

(z — z0)

Polinom koji aproksimira funkcijsku vrijednost f(z) u prethodnom teoremu naziva se Taylorov
polinom funkcije f u tocki xg, a greska aproksimacije R, (x) naziva se ostatak u Lagrangeovom
obliku. Uo¢imo, ako niz ostataka {R,(z)} tezi k nuli, kako n tezi u +o00, onda Taylorov polinom
postaje red koji konvergira ka vrijednosti f(z).

Teorem 7.28 Neka je funkcija f : X — R derivabilna proizvoljno mnogo puta u okolini tocke xg.
Tada za svaki x iz te okoline vrijedsi

f(z) = f(x0)+f/(19!50) (a?—xo)—i—f”go) (33—960)24-- .+

F" (o) . f £ (o)

- (x—x0)"+... = -
: n=0 ’

(x—20)"

ako i samo ako je lim, _ 1o Ry(z) = 0.

Red potencija iz prethodnog teorema naziva se Taylorov red (ili razvoj) funkcije f u tocki zg.
Posebno, ako je o = 0 onda govorimo o Maclaurinovom redu (ili razvoju) funkcije f koji je oblika

f(z) = f(0) + T+ x4+ 04+ +

PO, 0 SO0 s, SO0 Pl
1! 2! i 3! ’ n! Z !

Uo¢imo, Taylorov i Maclaurinov red su redovi potencija, pa podruéje konvergencije tih redova
mozemo odredivati po Teoremu [7.25] a na pitanje $to je suma tog reda odgovor daje Teorem [7.2§]

Zadatak 7.29 Razvij u Maclaurinov red funkcije: a) f(x) = €®, b) f(z) = cosz, ¢) f(x) = sinz.
Odredi podrucje konvergencije tih redova.

Zadatak 7.30 ObrazloZi zasto pisemo €'Y = cos p + isin kod prikaza kompleksnih brojeva.
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Neodredeni integral

8.1 Definicija neodredenog integrala

Motivacija iza definiranja pojma neodredeni integral je obrtanje postupka deriviranja. Naime,
postupkom deriviranja se za zadanu funkciju utvrduje njena derivacija. Integriranje je postupak
kojim ¢emo za zadanu derivaciju utvrdivati funkciju ¢ija je to derivacija. Zato se integriranje
ponekad naziva i antideriviranje.

Definicija 8.1 Primitivna funkcija funkcije f : I — R je svaka neprekidna funkcija F : I — R za
koju vrijedi F'(x) = f(x) za svaki x € I.

Primitivna funkcija zadane funkcije se naziva jos i antiderivacija. Neka je zadana funkcija
f(z) = 2z, a zelimo utvrditi njenu primitivnu funkciju. Ako se sjetimo da je primitivna funkcija
ona funkcija koja u deriviranju daje f(z), onda vidimo da je

1

F(z) =2?, F(z)=2>+1, F(m):x2—§,...

Dakle, primitivna funkcija nije jedinstvena, nego postoji cijelo mnostvo primitivnih funkcija za
zadanu funkciju f(x). Uocimo da sve ove funkcije imaju isti varijabilni dio, a razlikuju se u konstanti.

Teorem 8.2 Neka su F: I — R i G : 1 — R dvije primitivne funkcije za funkciju f : I — R. Tada
vrijedi F(z) — G(x) = C za svaki x € I, pri éemu je C konstanta.

Neformalnije kazemo jos§ da se dvije primitivne funkcije razlikuju do na aditivnu konstantu.

Definicija 8.3 Neodredeni integral funkcije f : I — R je skup svih primitivnih funkcija funkcije f.
Neodredeni integral oznatavamo sa [ f(z)dx.

Za neodredeni integral ¢esto koristimo zapis

/f(x)da: =F(z)+C

pri ¢emu funkciju f nazivamo podintegralnom funkcijom, x varijablom integracije, a C' konstantom
integracije. Postupak odredivanja integrala naziva se integriranje.

101
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Dakle, ako je zadana funkcija f(x) i zelimo utvrditi njenu primitivnu funkciju F(x), to se radi
postupkom integriranja. Obratno, ako je zadana primitivna funkcija F'(x) i zelimo utvrditi funkciju
f(x) &ija je to primitivna funkcija, to se radi postupkom deriviranja. Ovo se moze shematski zapisati
sljedetom shemom

integriranje

fle) = F).
deriviranje
Zadatak 8.4 Zadana je funkcija f(x) = sinx. Odredi primitivnu funkciju F(x) funkcije f(z). Kako
se zove postupak kojim odredujemo funkciju F(x)? Je li funkcija F(x) jedinstvena?

Zadatak 8.5 Zadana je primitivna funkcija F(z) = €2*. Odredi funkciju f(x) ¢ija je to primitivna
funkeija. Kako se zove postupak kojim odredujemo funkciju f(x)? Je li funkcija f(x) jedinstvena?

8.2 Integriranje elementarnih funkcija

Pri integriranju elementarnih funkcija koristi se struktura klase elementarnih funkcija. Naime,
opcenita elementarna funkcija nastaje:

e iz osnovnih elementarnih funkcija,

e primjenom pet racunskih operacija sa funkcijama (zbrajanje, oduzimanje, mnozenje, dijel-
jenje, kompozicija funkcija).

Obzirom na takvu strukturu, elementarne funkcije integriramo tako da:
e odredimo integrale osnovnih elementarnih funkcija,

e odredimo pravila za integriranje racunskih operacija (ako se integral ponaga pravilno prema
tim operacijama).

Ako uspijemo odrediti integral svih osnovnih elementarnih funkcija, te uspijemo pronaéi pravilo
za integriranje svih pet racunskih operacija, onda ¢emo znati integrirati svaku elementarnu funkciju.

Integriranje osnovnih elementarnih funkcija. Pri odredivanju integrala osnovnih elemen-
tarnih funkcija koristimo tablicu derivacija osnovnih elementarnih funkcija, te ¢injenicu da je integri-
ranje postupak obrnut deriviranju. Dakle, ¢itanjem tablice derivacija u obrnutom smjeru dobivamo
Tablicu osnovnih integrala.

Uoc¢imo da u Tablici osnovnih integrala nema integrala nekih osnovnih elementarnih funkcija
(logaritamske funkcije, tangensa, kotangensa, arkus funkcija). Dakle, ovime nismo uspjeli odrediti
integral svih osnovnih elementarnih funkcija.

Pravila za integriranje racunskih operacija. Zelimo prona¢i pravila (ako postoje) za integri-
ranje funkcija koje nastaju jednom od pet ra¢unskih operacija sa funkcijama (zbrajanje, oduzimanje,
mnozenje, dijeljenje i kompozicija funkcija). Moze se pokazati da vijedi sljedeéi teorem.

Teorem 8.6 Vrijedi:
1. [(f(z) £ g(x))dz = [ f(z)dz £ [ g(x)dz,
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dx dx
- :ln|w\ =tgx

T

r+1
T
z"dx =
r+1
ew
a/fl,'

d 1
(zar #£ —1) /7){: farctgg
a a
/7dx —iln
2 —a2  2a

dx 1
/a dx Ina /anxz %

et dx =

Tr—a
x4+ a

xr+a

xr—a

sinzdx = —cosx _— ln’x+\/:ﬂ2+a2|

coszdx =sinz /7 1n‘x+\/x2—a2’

22 — a2

= —ctgx

e [77=
sin’ a? — x?

. X
= arcsi —
a

Tablica 8.1: Tablica integrala (konstanta integracije je izostavljena radi jednostavnosti zapisa).

2. [c- f(x)dx =c [ f(x)dz pri éemu je ¢ konstanta.
Zadatak 8.7 Odredi: a) [ (24 z)dz, b) [ 2dz, c) [ (z — 3e”) dz.

Uoc¢imo ponovo da ovime nismo odredili pravilo za svih pet racunskih operacija, jer nedostaje
pravilo za integriranje mnoZenja, dijeljenja i kompozicije funkcija. Naime, integral tih rac¢unskih
operacija se naprosto ne ponasa pravilno, pa zato nema pravila za te operacije.

Integriranje elementarnih funkcija. Obzirom da nismo odredili:

e integral svih osnovnih elementarnih funkcija (u tablici nedostaju integrali logaritamske funkceije,
tangensa, kotangensa, te arkus funkcija),

e pravila za svih pet rac¢unskih operacija (nedostaju pravila za mnozenje, dijeljenje i kompoziciju
funkcija),

to zna¢i da pomocu tablice i pravila ne mozemo integrirati sve elementarne funkcije, nego samo
neke. Integrali osnovnih elementarnih funkcija koji nedostaju u tablici se mogu odrediti, no pravila
koja nedostaju se ne mogu u potpunosti nadomjestiti. Posljedica je da ne znamo integrirati sve
elementarne funkcije, a ¢ak i kad znamo postupak odredivanja integrala moze biti jako sloZen.
Shematski je problematika integriranja elementarnih funkcija sazeto prikazana u Tablici

Jos jedan problem koji nastaje kod integriranja je to $to primitivna funkcija nekih elementarnih
funkcija nije elementarna. Ako je primitivna funkcija elementarne funkcije f(z) i sama elementarna
funkcija, onda kazemo da je integral [ f(z)dz elementarno rjesiv. Ako primitivna funkcija elemen-
tarne funkcije f(z) nije elementarna funkcija, onda kazemo da je integral [ f(z)dz elementarno
nerjesiv. Primjeri elementarno nerjesivih integrala su

/Smmdx, /e dx, /—dm
x Inx
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’ m Elementarne funkcije ‘

osnovne rac¢unske
Struktura .. ..
elementarne funkcije operacije
. tablica osnovnih pravila
Integriranje . . o
integrala mtegriranja
u tablici nedostaju nedostaiu pravila
Problemi integrali nekih osnovnih Jup

elementarnih funkcija 72 3 operacije

problem se djelomi¢no
zaobilazi metodama
integriranja

problem se moze

Rjesavanje problema potpuno rijesiti

Tablica 8.2: Shematski prikaz problematike integriranja elementarnih funkcija.

8.3 Metode integriranja

Kod integriranja elementarnih funkcija nedostaju pravila za tri od pet ra¢unskih operacija (mnozenje,
dijeljenje i kompozicija funkcija). To ima za posljedicu da ne znamo odrediti integral svih elemen-
tarnih funkcija. Nedostatak pravila za tri racunske operacije se djelomi¢no zaobilazi razvijanjem
raznih metoda integracije pomoc¢u kojih se moze odrediti integral elementarnih funkcija koje nastaju
pomocu tih triju operacija za koje nemamo pravila.

8.3.1 Neposredno integriranje

Tako je integriranje slozen postupak, postoje integrali koji se mogu rijesiti poznavanjem osnovnih
integrala i svojstava neodredenog integrala. Takav postupak integriranja naziva se neposredno
integriranje.

Zadatak 8.8 Odredi: a) [\/x\/z\/zdz, ) dem

8.3.2 Metoda supstitucije

SloZeniji integrali se ¢esto rjesavaju jednom od dvije varijante metode supstitucije. Metoda supsti-
tucije se provodi tako da se:

1. dopustivom zamjenom varijable integracije nekim analitickim izrazom, ili
2. dopustivom zamjenom nekog analitickog izraza u podintegralnoj funkciji novom varijablom,

zadani integral svede na tabli¢ni integral.

Sljedeci teorem nam kaze kako se provodi metoda supstitucije zamjenom varijable integracije
nekim analitickim izrazom.

Teorem 8.9 Neka je f : I — R funkcija. Neka je J interval, te neka su ¢ : J — I obostrano
derivabilna bijekcija i g : J — R funkcija takve da je

Fle®)¢'(t) = g(t)
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za svaki t € J. Ako je

onda je

{2t b= [ e oi= [ sww=cw+o-
= Gl @)+

/f(x)dx

Zadatak 8.10 Izratunaj fx—‘fldw

Iskazimo sada teorem koji nam kaze kako se metoda supstitucije provodi dopustivom zamjenom
nekog analitickog izraza u podintegralnoj funkciji novom varijablom.

Teorem 8.11 Neka je f: I — R funkcija. Neka je J interval, te neka su v : I — J derivabilna
funkcija i g : J — R funkcija takve da je

za svaki x € I. Ako je

onda je

fde = [gw@w@d={ =" Lo [gwa=cw+co-=
/ / Ll
= GW@)+C

Zadatak 8.12 Izratunaj [ cos2z dx.

8.3.3 Metoda parcijalne integracije

Metoda se sastoji u tome da se odabere prikladan rastav podintegralne funkcije

/f(x)dx: /u(x)v’(ac)d:r: /u(x)d(v(m)),
te na tako napisan integral primijeni sljede¢i teorem.

Teorem 8.13 Neka su u,v: I — R funkcije derivabilne na intervalu I. Tada vrijedi

Odabir funkcija u i v je razli¢it od sluc¢aja do slucaja, no pri odabiru nam moze pomoéi sljedeca
uputa: za funkciju u obi¢no biramo onaj dio podintegralne funkcije kojeg ne mozemo integrirati, ili
koji se pojednostavnjuje deriviranjem.

Zadatak 8.14 Odredi: a) [Inz dz, b) [xsinz dz.
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8.3.4 Integriranje racionalnih funkcija

Neka je

rx) = pm(m)
() (@)

racionalna funkcija. Potrebno je odrediti njen integral, tj.

/an(m) dJ?

qn(z)

Ako je podintegralna funkcija neprava racionalna funkcija (tj. m > n), tada se dijeljenjem poli-
noma u brojniku i nazivniku integral svodi na zbroj integrala polinoma i integrala prave racionalne
funkcije. Obzirom da se integral polinoma moZze odrediti neposrednim integriranjem, problem se
svodi na odredivanje integrala prave racionalne funkcije.

Ako je podintegralna funkcija prava racionalna funkcija (tj. m < n), tada se rastavom podinte-
gralne funkcije na parcijalne razlomke integral svodi na zbroj integrala oblika

1 1 cr+d
——xdx, —dz, ——dz,
(x + a) (22 +ax +b) (22 +ax +b)

koji se redom rjesavaju supstitucijom nazivnika, svodenjem nazivnika na potpuni kvadrat pa potom
supstitucijom, te svodenjem brojnika na derivaciju nazivnika pa potom supstitucijom.

Mi ¢emo se baviti uglavnom primjerima u kojima je n = 1, no u sluc¢ajevima kad je n > 2 za
rjesavanje drugog od ova tri integrala potrebna je sljedeca formula

1 x 2n —3 1
[ e e e ] wr ™

koja se izvodi raspisivanjem brojnika u obliku 1 + z? — 22, rastavljanjem na zbroj integrala, te

odredivanjem jednog od integrala u zbroju parcijalnom integracijom (detalji izvoda mogu se pronaéi
u literaturi).

Zadatak 8.15 Odredi: a) [ 7215 du, b) [ s du, ¢) [ 2525 da.

Zadatak 8.16 Odredi [ If—jl dz.

8.3.5 Integriranje nekih iracionalnih funkcija

Integrali oblika
/ v x2 + a2dz, / v x2 — a?dz, / Va2 — x2dx

mogu se rijesiti na vise nacina. Jedan nacin je parcijalna integracija, drugi nac¢in su trigonometrijske
supstitucije redom

a
r=atgt, t = —, x = asint.
sint

Obicno je rjesavanje trigonometrijskim supstitucijama slozenije, osim eventualno kod treceg inte-
grala.



Poglavlje 9

Odredeni integral

9.1 Motivacija

Motivacija iza pojma ’odredenog integrala’ je odredivanje povrsine nepravilnih ravninskih likova.
Pravilni ravninski likovi su trokut, pravokutnik, te pravilni mnogokuti, a nepravilni ravninski likovi
su svi ostali ravninski likovi (vidi Sliku . Povrginu pravilnih ravninskih likova znamo odrediti,
a onda zelimo odrediti i povr§inu nepravilnih ravninskih likova. Osnovna ideja je aproksimirati
povrsinu nepravilnog ravninskog lika povrsinama pravilnih ravninskih likova.

a) b)

Slika 9.1: Ravninski likovi: a) pravilni, b) nepravilni.

Primjer takvog razmisljanja kojeg Cesto susre¢emo u praksi je primjerice mjerenje povrsine
ravninskog lika milimatarskim papirom, kad polozimo lik na milimetarski papir, te brojimo kvadratice
milimetarskog papira koji pokrivaju taj nepravilni ravninski lik (vidi Sliku . Time se zapravo
povrsina nepravilnog ravninskog lika aproksimira kvadrati¢ima koji imaju povrsinu 1 mm?.

Jedan od najranijih poznatih primjera razmisljanja ove vrste je naéin na koji je gréki matem-
aticar Arhimed aproksimirao povrsinu kruga. On je u krug upisivao pravilne mnogokute sa sve
ve¢im brojem kuteva (trokut, pa Sesterokut, pa dvanaesterokut itd.) i tako dobivao sve precizniju
donju granicu za povrsinu kruga. Isto tako, Arhimed je krugu opisivao mnogokute sa sve vetim
brojem kuteva i tako dobivao sve precizniju gornju granicu za povrSinu kruga. Dakle, Arhimed je
takvim aproksimacijama uklijestio nepoznatu povrsinu kruga izmedu poznatih povrsina pravilnih
mnogokuta (vidi Sliku . Nakon $to je dobio zeljenu preciznost, Arhimed je stao. Do danas
je matematika uznapredovala, pa su do danas matematicari pronasli na¢in kako da se postupak
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povetavanja broja kuteva produzi u beskona¢nost i tako dobije toéna povrsina kruga (a i ostalih
nepravilnih ravninskih likova).

a) b)

=

Slika 9.2: Priblizno odredivanje povrsina nepravilnih ravninskih likova pomo¢u pravilnih: a) primjer
mjerenja povrsine milimetarskim papirom, b) Arhimedov pristup odredivanju povrsine kruga.

Nepravilni ravninski lik se obi¢no zadaje kao pseudotrapez, pa definirajmo formalno taj pojam.

Definicija 9.1 Pseudotrapez je svaki ravninski lik ispod grafa pozitivne funkcije f : [a,b] — R nad
intervalom [a, b)].

Pojam pseudotrapeza ilustriran je Slikom [0.3] U nasem razmatranju mi ¢emo nepavilni ravnin-
ski lik zadavati kao pseudotrapez, pa zatim razviti matematicki aparat za odredivanje povrsine
pseudotrapeza.

Slika 9.3: Pseudotrapez pozitivne funkcije f nad intervalom [a, b].

9.2 Darbouxov odredeni integral

Definicija 9.2 Rastav ili dekompozicija omedenog intervala [a,b] je svaka podjela tog intervala na
podintervale.

Rastav intervala [a,b] C R na n podintervala se najceste zadaje tako da se zada konacan skup
totaka {xg,x1,..., T, } za kojeg vrijedi

a=xg<x1<...<x, =0

Time je interval [a, b] podijeljen na podintervale [z;_1,z;] zat =1,...,n.
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Definicija 9.3 Rastav ili dekompozicija intervala [a,b] je ekvidistantna, ako su svi podintervali
jednake 3irine. Sirina svih podintervala ekvidistantne dekompozicije oznatava se sa Ax.

Za ekvidistantni rastav intervala [a,b] na n podintervala vrijedi

b—a
—

Az =

Primjer jednog neekvidistantnog i (jedinog) ekvidistantnog rastava intervala [a,b] na n = 4 podin-
tervala prikazan je na Slici

a) b)

| .

T L] T L]
a=29gx; Xox3 Ty=0b a=2y) T1 Ty T3 T4=0>b

Slika 9.4: Rastav intervala [a,b] na n = 4 podintervala: a) neekvidistantni, b) ekvidistantni.

Definicija 9.4 Neka je f : [a,b] — R omedena funkcija. Neka je a = xg < 21 < ... < x, =D
ekvidistantna dekompozicija intervala [a,b]. Tada je n—ta gornja integralna suma U, definirana sa

=1

pri cemu je M; = sup {f(z) : © € [w;—1, x4]}-

Uoc¢imo da gornja integralna suma aproksimira povrsinu pseudotrapeza pozitivne funkcije f nad
intervalom [a, b] sa n pravokutnika opisanih trapezu. Naime, geometrijska interpretacija gornje
integralne sume U, je sljedeca:

e rastavimo interval [a,b] na n jednakih podintervala,

e nad svakim podintervalom konstruiramo pravokutnik koji je opisan psudotrapezu,

e velicina Ax predstavlja bazu, a velicina M; visinu pravokutnika nad i—tim podintervalom
raspodjele, §to znac¢i da umnozak M;Ax predstavlja povrsinu tog pravokutnika,

e gornja integralna suma U, je dakle suma povrsina svih pravokutinika opisanih pseudotrapezu
funkcije.

Ova konstrukcija ilustrirana je Slikom Ako je P povrsina pseudotrapeza, uo¢imo da vrijedi
P <U,.

Definicija 9.5 Neka je f : [a,b] — R omedena funkcija. Neka je a = 29 < 21 < ... <2, =D
ekvidistantna dekompozicija intervala [a,b]. Tada je n—ta donja integralna suma L, definirana sa

L, = i m;Ax
i=1

pri cemu je m; = inf {f(z) 1 x € [x;-1, 2]}
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Uoc¢imo da gornja integralna suma aproksimira povrsinu pseudotrapeza pozitivne funkcije f nad
intervalom [a,b] sa n pravokutnika upisanih trapezu. Naime, geometrijska interpretacija donje
integralne sume L,, je sljedeca:

e rastavimo interval [a,b] na n jednakih podintervala,

e nad svakim podintervalom konstruiramo pravokutnik koji je upisan psudotrapezu,

e velicina Ax predstavlja bazu, a veli¢ina m; visinu pravokutnika nad ¢—tim podintervalom
raspodjele, §to znac¢i da umnozak M;Ax predstavlja povrsinu tog pravokutnika,

e gornja integralna suma L,, je dakle suma povrsina svih pravokutinika upisanih pravokutniku.
Ova konstrukcija ilustrirana je Slikom Ako je P povrsina pseudotrapeza, uo¢imo da vrijedi
P > L,. Dakle, to¢na povrsina P pseudotrapeza je uklijestena izmedu donje sume L,, i gornje sume

U, tj. vrijedi L,, < P < U,,.

a) b) c)

+—t— +——
a b a=i®g, Ty L5 Bz Bg=10 a=&g, &1 X5 Bz T4a=10b

Slika 9.5: Geometrijska ilustracija: a) pseudotrapeza pozitivne funkcije f nad intervalom [a, b], b)
gornje integralne sume Uy, c¢) donje integralne sume Ly.

Zadatak 9.6 Aproksimiraj povrsinu pseudotrapeza funkcije f(x) = 2% + 1 nad intervalom [0, 2]
gornjom integralnom sumom Us, te ilustriraj racun skicom. Istakni koliko numericki iznose, $to
geometrijski znace i gdje se na skici nalaze velicine My, Ax i My - Ax.

Zadatak 9.7 Aproksimiraj povrsinu pseudotrapeza funkcije f(z) = 2% + 1 nad intervalom [0, 2]
donjom integralnom sumom Ly, te ilustriraj racun skicom. Istakni koliko numericki iznose, §to
geometrijski znace i gdje se na skici nalaze velicine mg, Ax i m3 - Ax.

Zadatak 9.8 Aproksimiraj povrsinu pseudotrapeza funkcije f(z) = z2 + 1 nad intervalom [—1,2]
sa: a) gornjim integralnim sumama Us i Ug, b) donjim integralnim sumama L3 i Lg.

Uoc¢imo da umnoZzavanjem broja podintervala u rastavu intervala [a,b] dobivamo sve bolju
aproksimaciju povrsine pseudotrapeza. Umnozavanje broja podintervala u rastavu intervala [a, b]
se naziva jos i profinjenje rastava. Dakle, profinjenjem rastava gornje i donje integralne sume sve
bolje aproksimiraju povrsinu pseudotrapeza (vidi Sliku , a savrsena aproksimacija se dobiva kad
girina podintervala postane "beskona¢no malena", tj. infinitezimalna.
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a) b) c)

Slika 9.6: Profinjenje rastava: a) Ly, b) Ls, ¢) Lig.

Definicija 9.9 Neka je f : [a,b] — R omedena funkcija. Kazemo da je funkcija f integrabilna, ako
vrijedi
lim U,= lim L,=1.

n—-+oo n—-4oo

Broj I se tada naziva odredenim integralom funkcije f na intervalu [a,b] i oznacava sa fab f(z) dx.

Neformalnije rec¢eno, funkcija je integrabilna ako niz gonjih i niz donjih suma konvergiraju prema
istom broju I. Broj I se tada naziva odredenim integralom funkcije f. U slucaju kad je funkcija f
pozitivna, broj I geometrijski predstavlja povrsinu pseudotrapeza funkcije f nad intervalom [a, b].
Ako je funkcija integrabilna, onda moZzemo pisati

b n n
/f(a?)dx = nh_)l’I;O Z;MiAa: = nh_)n;ozlmiAm.
1= 1=
a —_——— —_———
Upn Ly

Ovako definiran odredeni integral se naziva jo§ i Darbouxov odredeni integral, jer je definiran
pomot¢u Darbouxovih integralnih suma.

Uoc¢imo sada da u definiciji integralnih suma postoje neka ograni¢enja koja je dobro malo po-
drobnije pojasniti.

Pitanje 9.10 Zasto su integralne sume definirane samo za omedene funkcije?

Odgovor na ovo pitanje je sljedeéi: neomedene funkcije ne moraju imati supremum M; ili in-
fimum m; na nekom od podintervala raspodjele. Dakle, formula za integralnu sumu koja koristi
supremum M; ili infimum m; u tom slucaju ne bi bila valjana. Geometrijski to znaci da bi povr§inu
ispod neomedene funkcije na nekom od podintervala trebalo aproksimirati pravokutnikom koji bi
imao "beskonacnu visinu" (vidi Sliku [9.7)).

Pitanje 9.11 Zasto su integralne sume definirane samo za funkcije na omedenim intervalima [a, b] ¢

Odgovor na ovo pitanje je sljedeéi: u slucaju funkcije na neomedenom intervalu (interval
"beskonag¢ne §irine", primjerice [a,+00)) veli¢ina Ax bi bila beskonaéna. Geometrijski to znaci
da bi se povrsina ispod grafa takve funkcije aproksimirala pravokutnicima koji imaju "beskona¢nu

bazu" (vidi Sliku [9.7).
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Slika 9.7: Integralne sume za: a) neomedene funkcije, b) funkcije definirane na neomedenom inter-
valu.

Pitanje 9.12 Zasto su m; i M; definirani kao infimum i supremum, a ne kao minimum i maksi-
mum?

Odgovor na ovo pitanje je sljedeéi: omedena funkcija ne mora imati minimum i/ili maksimum na
nekim podintervalima (npr. u tockama prekida), dok supremum i infimum sigurno ima. Geometri-

jski je to ilustrirano Slikom

a) b)

1
{
1
1
L :/
1
1
1
a=X X,

) %

o x3:b a=x

Slika 9.8: Neomedena funkcija na nekom podintervalu ne mora imati: a) maksimum, dok supremum
sigurno ima, b) minimum, dok infimum sigurno ima.

Pitanje 9.13 Jesu li sve funkcije integrabilne?

Odgovor na ovo pitanje je sljedeci: nisu, jer primjerice funkcija f : [a,b] — R definirana pravilom

f(a:)z{; zax €Q

za x €1l

nije integrabilna, tj. niz gornjih i donjih suma ne teze istom broju I. Naime, zbog gustoce skupa Q
i I svaki opisani pravokutnik ima visinu 2, dok svaki upisani pravokutnik ima visinu 1, bez obzira
koliko fin rastav intervala [a, b] bio. Zato je

lim U, = 2(b—a)
%

n—-+4oo

lim L,= b—a
n—-+4oo
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a) b)

Slika 9.9: Donje i gornje integralne sume za funkciju definiranu na intervalu [a,b] sa f(z) = 1 za
r€Qif(z)=2zazxel

pa funkcija nije integrabilna (vidi Sliku .
Sada kad smo uocili da neke funkcije nisu integrabilne, prirodno se namece pitanje kako znati
je li neka funkcija integrabilna. Jedan odgovor na to pitanje dan je sljede¢im teoremom.

Teorem 9.14 Neka je f : [a,b] — R omedena funkcija. Ako je funkcija f neprekidna, onda je
funkcija f integrabilna.

Uoc¢imo da je uvjet iz prethodnog teorema dovoljan uvjet, ali ne i nuzan. Drugim rije¢ima,
ako je funkcija f neprekidna onda je ona sigurno integrabilna. S druge strane, ako funkcija f nije
neprekidna, ona jo§ uvijek moze biti integrabilna, ali i ne mora. Obzirom da su sve elementarne
funkcije neprekidne, ovaj teorem nam osigurava da su sve elementarne funkcije integrabilne.

9.3 Riemannov odredeni integral

Definicija 9.15 Neka je f : [a,b] — R omedena funkcija. Neka je a = 29 < a1 < ...<x, =b
ekvidistantna dekompozicija intervala [a,b]. Neka su x7,...,z} totke sa svojstvom x} € [x;_1,x;]
za svakii=1,...,n. Tada je n—ta Riemannova integralna suma R,, definirana sa

R, = En:f(xf)Aac
i=1

Uoc¢imo da Riemmanova suma R, takoder aproksimira povrsinu pseudotrapeza pozitivne funkcije
f nad intervalom [a,b] pravokutnicima, samo je visina svakog pravokutnika jednaka funkcijskoj
vrijednosti f(z}) u nekoj tocki xf podintervala [x;_1,x;]. Naime, geometrijska interpretacija Rie-
mannove integralne sume R,, je sljedeca:

e rastavimo interval [a,b] na n jednakih podintervala,

e nad svakim podintervalom konstruiramo pravokutnik kojemu je visina funkcijska vrijednost
u nekoj tocki ;] podintervala,

e velicina Ax predstavlja bazu, a veli¢ina f(x}) visinu pravokutnika nad i—tim podintervalom
raspodjele, $to znaci da umnozak f(zf)Ax predstavlja povrsinu tog pravokutnika,

e Riemannova integralna suma R, je dakle suma povrsina svih konstruiranih pravokutnika.
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Jedna Riemannova suma Ry ilustrirana je na Slici m (inace, Riemannovih suma R, ima
beskona¢no mnogo, a dobivaju se razli¢itim odabirom toc¢aka x). Ponovo, aproksimacija ¢e biti
sve bolja, kako je rastav finiji, a savrSena aproksimacija se dobiva kad podinterval rastava postane
"beskonacno malen", tj. infinitezimalan.

a=2y) T3 Ty T3 Ty4=0b

Slika 9.10: Jedna Riemannova suma Rj.

Definicija 9.16 Neka je f : [a,b] — R omedena funkcija. Kazemo da je funkcija f integrabilna po
Riemannu, ako vrijedi
lim R, =1

n—oo
neovisno o izboru totaka x}. Broj I se tada naziva Riemmanovim integralom funkcije f na intervalu

[a,b] i oznatava sa f; f(z) d.

Zadatak 9.17 Aproksimiraj pouvrsinu pseudotrapeza funkcije f(x) = +/x nad intervalom [1,3]
Riemmanovom sumom Ry, pri cemu su tocke x; polovista podintervala rastava, te ilustriraj ractun
skicom. Istakni koliko mumericki iznose, §to geometrijski znace i gdje se na skici nalaze velicine
Az, f(x3), te umnoZak f(x5)Ax.

Obzirom da smo integralne sume definirali na dva alternativna nac¢ina (Darbouxove sume i
Riemannove sume), te posljedi¢no i odredene integrale na dva alternativna nac¢ina (Darbouxov
odredeni integral i Riemannov odredeni integral), prirodno se nameée pitanje postoji li veza izmedu
tih integrala i kakva je ta veza. Da bismo odgovorili na to pitanje, potrebno je uociti da za svaki
xf € [mi—1,x;] vrijedi

m; < f(l‘l*) < M;,
m; Az < f(z})Az < M;Az,
n n n
ZmLAx < flzhHAx < ZMLA.Z‘,
i=1 =1 1=1
I nll_)ngo;mlAm < T}er;ozlf(xz)Am < 7}LII;O§M2A$ 1,

pa po Teoremu o dva policajca slijedi

b

HILII;OZf(zf)Ax =1= /f(m)dx
i=1

a
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Ovime smo pokazali da Darbouxova integrabilnost implicira Riemannovu integrabilnost, te da su
u tom slucaju ta dva integrala isti. Moze se pokazat i obrat, tj. da Riemannova integrabilnost
implicira Darbouxovu integrabilnost, pri ¢emu su ta dva integrala isti. Zaklju¢ujemo, dakle, da su
Darbouxov i Riemannov integral ekvivalentni, tj. da su to samo dva razli¢ita nacina kojima dolazimo
do istog pojma odredenog integrala (sada mozemo ispustiti pridjev Darbouxov/Riemannov, jer sada
znamo da je to u konagnici isti pojam).
Geometrijski, ovo znaci da je svejedno ho¢emo li povrsinu ispod grafa pozitivne funkcije aproksimi-

rati opisanim pravokutnicima, upisanim pravokutnicima ili bilo kojim pravokutnicima kojima je
visina izmedu ta dva, jer u beskonac¢nosti ¢emo dobiti isti broj.

9.4 Neka geometrijska svojstva
Pojam pseudotrapeza definirali smo samo za pozitivne funkcije f : [a,b] — R, no taj pojam se
moze prodiriti i na negativne funkcije, pa je pseudotrapez pozitivne funkcije povrsina ispod grafa,

a negativne povsina iznad grafa (vidi Sliku [9.11)).

a) b)

Slika 9.11: Pseudotrapez: a) pozitivne funkcije, b) negativne funkcije.
Ako sa P ozna¢imo povrsinu pseudotrapeza, onda vrijedi

’ f(x)dm = P ako je f pozitivna funkcija,
~ | —P ako je f negativna funckija.

Naime, u slu¢aju pozitivne funkcije f veli¢ine M; i m; su pozitivni brojevi (vidi Sliku [9.12)), pa je
= = >
/ f(x)dx = nhj& ZmZAx nILH;oZ M;Az >0,
1=1 >0
dok su u slu¢aju negativne funkcije f velicine M; i m; su negativni brojevi (vidi Sliku[9.12)), pa je

n—><x> W—/
<0

/f m—hmZml r = lim MA;U<O

Dakle, odredeni integral negativne funkcije je negativan broj, pa ne moze biti jednak povrsini (koja
je uvijek pozitivan broj), ali je jednak povrsini po apsolutnoj vrijednosti.



116 POGLAVLJE 9. ODREDENI INTEGRAL

Az >0

me >0 l
a=xyg T1¥Ty T3 T4=0Db
P el

1 ===t t t
a=uzg xljzz T3 T4=0b

Az >0

Slika 9.12: Odredeni integral: a) pozitivne funkcije je pozitivan, b) negativne funkcije je negativan.

Sada mozemo zakljuciti da primjerice za funkciju f : [a,b] — R prikazanu na Slici vrijedi

b
/ f(il?)dél’ = P1 — PQ +P3

Ao

a \B

Slika 9.13: Odredeni integral i povrsine.

Zadatak 9.18 Geometrijski interpretiraj integrale: a) fol(l —a%)dzx, b) ff(l — 2%)dz, c) f02(1 -
x22)dz. Odgovori (bez izratunavanja integrala) je li taj integral pozitivan ili negativan broj!

Ako se sjetimo da grafovi parnih i neparnih funkcija imaju lijepo svojstvo simetrije, onda dalje
mozemo zakljuciti da za parnu funkciju f(x) vrijedi

[ e =2 / f (),

dok za neparnu funkciju f(z) vrijedi

f(z)dz = 0.
—a
Ove formule ilustrirane su Slikom [9.14]
Takoder, iz geometrijskih razloga definiciju odredenog integrala prosirujemo sa

/aaf(x)dm =0i /baf(x)dm = /abf(x)d:c (za a < b).
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a) b)
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Slika 9.14: Odredeni integral: a) parne funkcije, b) neparne funkcije.

Konac¢no, obzirom na proSirenja koja smo definirali, moze se pokazati da vrijedi formula

/abf(x) dx_/:f(z) der/be(m) dx

uvijek kad svi navedeni integrali postoje. Naime, ako je ¢ € (a,b) onda je iz geometrijske inter-
pretacije svakog od integrala u formuli jasno da navedena formula u tom slucaju vrijedi (vidi Sliku
9.15)). Ako je ¢ & (a,b), onda iz geometrijskog znacenja integrala (vidi Sliku [9.16]) slijedi

/abf(:c) d:cz/:f(x) dm—/bcf(a:) dx:/acf(:c) dx—i—/cbf(m) da.

Slika 9.15: Geometrijska ilustracija formule za rastav odredenog integrala na zbroj dvaju integrala
u slucaju kad je ¢ € (a,b).

9.5 Izracunavanje odredenog integrala

Teorem 9.19 (Newton-Leibnizova formula) Ako je omedena funkcija f : [a,b] — R neprekidna,
onda vrijedi Newton-Leinbizova formula

b
/ f(z) dz = F(b) - F(a)

pri cemu je F bilo koja primitivna funkcija od f.
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Slika 9.16: Geometrijska ilustracija formule za rastav odredenog integrala na zbroj dvaju integrala
u sluc¢aju kad je ¢ & (a, b) .

Newton-Leibnizovu formulu zapisujemo jos sa

b

a

b
[ 1@ do= P
a
Uoc¢imo da ¢e se u Newton-Leibnizovoj formuli konstanta integracije pokratiti sama sa sobom, pa
je svejedno koju konstantu ¢emo odabrati. Iz prakti¢nih razloga najceste biramo C' = 0.

Zadatak 9.20 Odredi racunski, te geometrijski interpretiraj integrale: a) f13 x?dz, b) foﬂ sin xdx,
¢) [ cosxdz.
2

Kao posljedica Newton-Leibnizove formule, moze se pokazati da odredeni integral ima svojsva:

e aditivnosti, tj. vrijedi

/ab(f(x) +g(z))dr = /ab f(x)dx + /ab g(z)dz,

e homogenosti, tj. vrijedi
b b
/ ocf(m)da:zoz/ f(z)dz.

Newton-Leibnizova formula nam daje vezu po kojoj se odredeni integral izrat¢unava iz neo-
dredenog (tj. iz primitivne funkcije). Postoji i obratna veza, po kojoj se primitivna funkcija
izraCunava iz odredenog integrala, a koja je dana sljede¢im teoremom.

Teorem 9.21 (Osnovni teorem integralnog racuna) Ako je funkcija f : [a,b] — R neprekidna
funkcija, onda je funkcija F : [a,b] — R definirana pravilom

Fla) = / () dt

primitivna funkcija od f.

Geometrijsko znacenje Osnovnog teorema integralnog racuna ilustrirano je na Slici[0.17]
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Slika 9.17: Geometrijsko znacenje osnovnog teorema integralnog racuna.

Zadatak 9.22 Zadana je funkcija f(x) = 2 2a x € [1,5]. Odredi njenu primitivnu funkciju F(z)
prema osnovnom teoremu integralnog ratuna. Izraéunaj F (1) i F(3), te ih geometrijski interpretiraj.
Zadatak 9.23 Zadana je funkcija f(x) = ﬁ za x € [0,+00) . Odredi njenu primitivnu funkciju
F(x) prema osnovnom teoremu integralnog racuna. Izracunaj F'(§) ilim,_ o F(x), te ih geometri-
jski interpretirag.

9.6 Nepravi integral

U prethodnim poglavljima definirali smo pojam odredenog integrala za omedene funkcije na omedenim
intervalima. U ovom poglavlju bavit éemo se progirivanjem pojma odredenog integrala na neomedene
intervale i neomedene funkcije. Takvo progirenje pojma odredeni integral nazivat ¢emo nepravim
integralom. Prosirimo najprije pojam odredenog integrala na funkcije definirane na neomedenom
intervalu.

Definicija 9.24 Ako je funkcija f : [a,400) — R integrabilna na svakom podintervalu [a,b]
domene, onda definiramo nepravi integral

+oo b
/ f(@)de = lim / f(@)da.

b——+o0

Ako je funkcija f : (—o0, a] — R integrabilna na svakom podintervalu [a,b] domene, onda definiramo

nepravi integral
b

b
[ @~ [ sw)as.

a— —0o0
a

Ako je funkcija f : (—o0,+00) — R integrabilna na svakom omedenom i zatvorenom podintervalu
domene, onda definiramo nepravi integral

+o0o c +oo
/f(m)dx: /f(a:)dz:+/f(:r)dx

Ova definicija ilustrirana je Slikom [9.18
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a) b) c)

a b — +o0 —0<—a b c

Slika 9.18: Nepravi integral za funkciju definiranu na intervalu: a) neomedenom s desna, b)
neomedenm s lijeva, ¢) neomedenom s obje strane.

Zadatak 9.25 Odredi i geometrijski interpretiraj integrale: a) f_ooo e*dx, b) f1+oo Ldz, c) f_tf T{r?
dz.

Progirimo sada pojam odredenog integrala na neomedene funcije.

Definicija 9.26 Ako je neomedena funkcija f : [a,b] — R omedena i integrabilna na svakom
podintervalu [a,b — €] domene, onda definiramo nepravi integral

b—e

b
/f(:r)dmz lir(l)l+ f(x)dx.

Ako je neomedena funkcija f : [a,b] — R omedena i integrabilna na svakom podintervalu [a + p, b]
domene, onda definiramo nepravi integral

b

b
/f(:v)dxz lim f(x)dx.
u—0+
a a-+p

Ako je neomedena funkcija f : [a,b] — R omedena i integrabilna na svakom zatvorenom podintervalu
domene koji ne sadrzi tocku c € {(a,b), onda definiramo nepravi integral

]f(x)d$=/cf(x)dx+/l)f(x)dx.

Ova definicija ilustrirana je Slikom

Zadatak 9.27 Odredi i geometrijski interpretiraj integrale: a) fol %dax b) fog tgxd.
Obzirom da je nepravi integral definiran kao limes, onda kazemo da nepravi integral:
e konvergira, ako taj limes postoji i konacan je,
e divergira (u uzem smislu), ako taj limes postoji i beskonacan je,
e divergira (u sirem smislu), ako taj limes ne postoji.

Zadatak 9.28 Odredi i geometrijski interpretiraj integrale: a) f0+oo x%dz, b) f0+oo sinzx dx.
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Slika 9.19: Nepravi integral za funkciju neomedenu u: a) desnom kraju intervala, b) lijevom kraju
intervala, ¢) unutarnoj tocki ¢ intervala.

9.7 Primjene odredenog integrala
Odredeni integral ima razn primjene, medu ostalim moze se primijeniti na:
e izracunavanje povrsine,
e izracunavanje duljine luka,
e izra¢unavanje volumena rotacijskih tijela,
e izracunavanje oplogja rotacijskih tijela.

U svim ovim primjenama graf funkcije f(z) definirane za = € [a, b] se aproksimira izlomljenom
linijom C,, koja spaja tocke T;(x;, f(x;)) pri cemu je a = 29 < 27 < ... < zp1 < x,, = b
ekvidistantni rastav intervala [a,b] (vidi Sliku referenca).

9.7.1 Povrsina

Vet kod definiranja odredenog integrala smo pokazali da je ff f(z)dx = P, pri ¢emu je P povrsina
pseudotrapeza pozitivne funkcije f nad intervalom [a,b]. Velicina dP = f(z)dz naziva se element
povrsine i geometrijski predstavlja povrsinu "infinitezimalnog" pravokutnika, tj. pravokutnika nad
beskona¢no malenim intervalom [z, z + dz] kojemu je visina f(x). Sada ¢emo pokazat da se povrsina
jednako tako moze aproksimirati i trapezima.

Neka je graf pozitivne funkcije f(z) nad intervalom [a, b] aproksimiran izlomljenom linijom C,,
te neka je [z, z + Az] jedan podinterval rastava (vidi Sliku . Tada se povrsina pseudotrapeza
moze aproksimirati povr$inom ispod izlomljene linije C,,. Ako sa AP oznacimo povrsinu trapeza
ispod jednog segmenta izlomljene linije C), onda vrijedi

A+ Ax?f(x) A f(x)—i—féx—i—Ax)

AP = f(x) .
Ako Az — 0, onda éemo prije¢i na oznaku Az = dz i dobivamo da AP tezi ka dP = f(x)dx.
Ponovo, velicina dP se naziva elementom povrsine, samo ovaj put mozemo smatrati da nam dP
geometrijski predstavlja povr§inu "infinitezimalnog" trapeza, tj. trapeza nad beskona¢no malenim
segmentom [z, x + dx].
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Sada se povrgina pseudotrapeza dobiva sumiranjem elementa povrsine, tj. vrijedi

P:/adez/abf(x)dx

1
i
1
a b a=1x9 T T2 Tz=2>b r z4+Az

Slika 9.20: Povrsina ravninskog lika: a) pseudotrapez, b) aproksimacija povrsinom ispod izlomljene
linije, ¢) povrsina trapeza nad jednim podintervalom rastava.

9.7.2 Duljina luka

Neka je graf funkcije f(z) nad intervalom [a,b] aproksimiran izlomljenom linijom C,, te neka je
[z, + Azx] jedan podinterval rastava (vidi Sliku [9.21]). Tada se duljina luka grafa funkcije f moze
aproksimirati duljinom izlomljene linije C,,. Ako sa As ozna¢imo duljinu jednog segmenta izlomljene

linije C}, onda vrijedi
= /A22 + Af(x)2 = Azy /1 +

Ako Az — 0, onda As — ds = /1 + (f'(z))?dz. Veli¢ina ds naziva se elementom luka, te mozemo
smatrati da geometrijski predstavlja duljinu "infinitezimalnog" luka, tj. luka nad beskonac¢no
malenim segmentom [z, x + dx].

Sada se duljina luka s dobiva sumiranjem elemenata luka, tj. vrijedi

s:/abds:/ab\/de.

9.7.3 Volumen rotacijskog tijela

Neka je graf funkcije f(z) nad intervalom [a,b] aproksimiran izlomljenom linijom C,, te neka je
[z, + Az] jedan podinterval rastava (vidi Sliku . Neka graf funkcije f rotira oko osi z. Tada
se volumen nastalog tijela moze aproksimirati volumenom tijela koje nastaje rotacijom izlomljene
linije C),. Ako sa AV ozna¢imo volumen nastao rotacijom jednog segmenta izlomljene linije C,,

onda vrijedi

AV = T2 (@ + o+ Aa) 4 [(@) - Sl + D))
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Slika 9.21: Duljina luka: a) graf funkcije, b) aproksimacija izlomljenom linijom, ¢) duljina jednog
segmenta izlomljene linije.

Kad Az — 0, onda AV — dV = 7 f(z)%dz. Velicina dV naziva se elementom volumena, te mozemo
smatrati da nam geometrijski predstavlja volumen "infinitezimalnog" krnjeg stosca, tj. krnjeg stosca
nad beskona¢no malenim segmentom [z, z + dz].

Sada se volumen V rotacijskog tijela dobiva sumiranjem elemenata volumena, tj. vrijedi

V/ade/abﬂf(:c)Qd:cﬂ/abf(x)zdx.

a) b) ¢)

Slika 9.22: Rotacijsko tijelo: a) rotacija grafa funkcije, b) rotacija izlomljene linije, c¢) krnji stozac
nastao rotacijom jednog segmenta izlomljene linije.

9.7.4 Oplo§je rotacijskog tijela

Neka je graf funkcije f(x) nad intervalom [a,b] aproksimiran izlomljenom linijom C,,, te neka je
[z, + Az] jedan podinterval rastava (vidi Sliku [0.22). Neka graf funkcije f rotira oko osi .
Tada se povrsina plasta nastalog rotacijskog tijela moze aproksimirati povrsinom plasta tijela koje
nastaje rotacijom izlomljene linije C,. Ako sa AO oznacimo oplosje tijela nastalog rotacijom jednog
segmenta izlomljene linije C,, onda vrijedi

AO =7(f(x)+ f(z + Az))As.
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Kad Az — 0, onda AO — dO = 2rf(x)ds = 2nf(x)y/1+ (f'(x))%2dx. Velicina dO naziva se
elementom oplo§ja, te mozemo smatrati da nam geometrijski predstavlja povrsinu plasta "infinitez-
imalnog" krnjeg stosca, tj. krnjeg stosca nad beskona¢no malenim segmentom [z, + dz].

Sada se oplogje O rotacijskog tijela dobiva sumiranjem elemenata oplosja, tj. vrijedi

b b b
0:/ dOz/ 27Tf(a:)\/1+(f’(a:))2da::27r/ F@)VI+ (F@)2da.
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