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Uvod

Ova skripta je nastala kao nastavni tekst uz predavanja iz predmeta Analiti¢cka geometrija i lin-
earna algebra preddiplomskog sveucilisnog studija geodezije i geoinformatike na Fakultetu gradev-
inarstva, arhitekture i geodezije u Splitu. Obradena su poglavlja Vektorska algebra, Pravci i rav-
nine u prostoru, Matrice, Sustavi linearnih jednadzbi, Vektorski prostori, Linearni operatori, Svo-
jstveni vektori i svojstvene vrijednosti, Krivulje i plohe 2. reda. Prva Cetiri poglavlja su standardan
sadrzaj koji se predaje na veéini tehnickih i prirodoslovnih fakulteta, pa postoje brojne knjige i
skripte koje pokrivaju taj sadrzaj. Preostala Cetiri poglavlja su sadrZaj koji se nesto rjede predaje
po fakultetima, pa je literatura na hrvatskom jeziku koja taj dio sadrzaja pokriva nesto rjeda. U
zadnjem poglavlju navedene su reference za literaturu koja je najviSe utjecala na sadrzaj ovih nas-
tavnih materijala, uglavnom zato sto je ili dostupna na internetu ([3]], [4], [5], [6], [Z]) ili mi je bila
dostupna u tiskanom izdanju ([1], [2]).

Ovi nastavni materijali su prilagodeni odrzavanju predavanja u 30 nastavnih sati, imaju 95
stranica nastavnog sadrZzaja i ilustrirani su sa preko 100 slika. Uz nastavne materijale izradene su
prezentacije sa dinamic¢kim slajdovima i animiranim ilustracijama koje su korisno nastavno poma-
galo. U svom prvotnom obliku materijali su nastali za potrebe nastave akademske godine 2010/11
kad je pokrenut studij geodezije i geoinformatike na Fakultetu gradevinarstva, arhitekture i geo-
dezije, koristili su se u nastavi svih sljede¢ih godina, a svake godine su bili pomalo razli¢iti kao
rezultat nastojanja da ih Sto vise pribliZim studentima.

Konacno, na izradu ovih nastavnih materijala te ilustracija i prezentacija koje ga prate utrosila
sam brojne sate, stoga ih smatram svojim vlasnistvom i zadrZavam sva prava nad njima.

Jelena Sedlar
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Poglavlje 1

Vektorska algebra

1.1 Definicija vektora

Vektor je pojam koji se definira u prostoru, uz napomenu da se u matematici "prostorom’ jednako
naziva i ravnina i prostor (jedino $to je ravnina dvodimenzionalna, a prostor trodimenzionalan).
U matematici su razvijene brojne teorije o brojnim vrstama prostora, no mi ¢emo se ovdje baviti
najuobicajenijim prostorom koji se naziva euklidski, i podrazumijevat ¢emo da je intuitivno jasan.
Dvodimenzionalni euklidski prostor (tj. ravninu) oznacavat ¢emo s E2, dok ¢emo trodimenzion-
alni euklidski prostor (4. ba$ prostor) oznatavati s E3. To¢ke iz prostora oznatavat éemo s velikim
tiskanim slovima A, B,C, P, Q, ... DuZinu s krajevima u to¢kama A i B oznac¢avat éemo s AB, udal-
jenost to¢aka A i B oznatavat ¢emo s d(A, B) ili jo§ s | AB|. To je ujedno i duljina duZine AB.

Motivacija za uvodenje pojma vektor je to §to uo¢avamo da neke fizikalne pojave imaju samo
intenzitet, pa se mogu dobro opisati brojem, dok neke druge fizikalne pojave imaju i intenzitet i
smjer, pa se ne mogu dobro opisati samo brojem. Neformalnije re¢eno, do pojma vektor dolazimo
tako da definiramo pojam usmjerene duZine, zatim uvedemo relaciju sli¢nosti usmjerenih duzina
(koja dijeli usmjerene duzine u klase), te kona¢no definiramo vektor kao klasu sli¢nih usmjerenih
duZina. Razlog zasto tako ¢inimo je taj da ne Zelimo da nam vektor ovisi o poloZaju u prostoru.
Provedimo sada sve ovo formalnim matemati¢kim definicijama.

Definicija 1.1 Usmjerena duZina AB je duZina kod koje je par krajnjih tocaka ureden, pa se tocka A
naziva pocetkom usmjerene duzine, a tocka B krajem.

Duljina ‘1@‘ usmjerene duZine AB definirana je kao udaljenost tocaka A i B.

. . - . —= . . - - . AN Tyt . .
Definicija 1.2 Usmjerene duzine AB i CD su slicne (pisemo AB ~ CD), ako duZine AD i BC imaju isto
poloviste.

Relaciju sli¢nosti usmjerenih duzina smo mogli neformalnije opisati tako da kaZemo da su dvije
usmjerene duZzine sli¢ne, ako se jedna iz druge mogu dobiti translacijom po prostoru. Primjer dviju
usmjerenih duZina koje su sli¢ne prikazan je na Slici

Relacija sli¢nosti dijeli usmjerene duZine u klase sli¢nih usmjerenih duzina (vidi Sliku[1.2).

1



2 POGLAVLJE 1. VEKTORSKA ALGEBRA

D

Slika 1.1: Dvije sli¢cne usmjerene duZine.

iz

Slika 1.2: Klase sli¢nih usmjerenih duZzina.

Definicija 1.3 Vektor je klasa slicnih usmjerenih duZina.

P o . — 7 — . . UV
Vektore éemo oznacavati sa a4, b, c¢’,.... Svaka usmjerena duzina u klasi koja ¢ini vektor
naziva se predstavnikom tog vektora. Vektor se esto u zapisu poistovjecuje sa nekom usmjerenom
.- . . . o e .= 52 - .
duzinom koja mu je predstavnik, pa tako piSemo primjerice a° = P(Q), iako to nije posve korektno
jer vektor i usmjerena duZina nisu isti pojam.

Uo¢imo da je vektor jednozna¢no odreden ako mu je poznata:
e duljina, tj. udaljenost njegovih krajnjih toc¢aka,

e smjer, tj. pravac na kojem lezi neka usmjerena duzina koja je predstavnik vektora (ovaj
pravac se jo$ naziva i pravac nositelj),

e orijentacija, tj. poredak krajnjih to¢aka usmjerene duZine na pravcu nositelju (za vektore
— —

—
@ =0Ai b = OBsistim smjerom kazemo da su iste orijentacije ako totke A i B leZe s iste

< y L= 77 .. ..
strane to¢ke O na pravcu, a u suprotnom kaZemo da su vektori 4" i b suprotne orijentacije).

Primjer dva vektora iste duljine i smjera, ali suprotne orijentacije prikazan je na Slici[l.3} Kazemo
da su vektori kolinearni ako imaju isti smjer (tj. leZe na istom ili paralelnim pravcima), dok im
duljina i orijentacija mogu biti razliciti.

Uvodimo jo$ neke pojmove koji su vezani za pojam vektora.



1.2. ZBRAJANJE VEKTORA

Slika 1.3: Dva vektora iste duljine i smjera, ali suprotne orijentacije.

Definicija 1.4 Nul-vektor je vektor koji ima pocetak i kraj u istoj tocki.
e . . . . . . . == v
Nul-vektor ozna¢avamos 0, a njegovi predstavnici su sve usmjerene duZine oblika PP. Uo¢imo
=
da nulvektor 0 ima duljinu nula, dok smjer i orijentaciju nul-vektor nema.

Definicija 1.5 Nekaje @’ # 0. Jedini¢ni vektor @’ vektora @ je vektor koji ima isti smjer i orijentaciju

kao i vektor @', ali je duljine 1.
Na kraju, uvedimo jos$ i pojam kuta medu vektorima.

Definicija 1.6 Kut izmedu vektora je kut izmedu njihovih predstavnika.

1.2 Zbrajanje vektora
Definicija 1.7 Nekasu a° = OAi b = AB vektori. Zbroj vektora a” i b je vektor kojeg oznacavamo s
a + b ,akojije definiransa a + b = OB.

Ovakav nadin zbrajanja vektora naziva se pravilo trokuta. Vektori se mogu zbrajati i po pravilu

paralelograma. Ova pravila zbrajanja ilustrirana su Slikom

a) b)
B
— —
a—+ b /.,
b
= > A
a

Slika 1.4: Zbrajanje vektora: a) pravilo trokuta, b) pravilo paralelograma.
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Zadatak 1.8 Skiciraj neke vektore @’ i b razlicitog smjera i duljine. Odredi graficki vektor '@’ + I} po:
a) pravilu trokuta, b) pravilu paralelograma!

Zbrajanje vektora ima sljedeca svojstva:

Z1) (7 + 7) +7C =17+ (7 + ?) (asocijativnost),
—

72) @ + b= + @  (komutativnost),

73) za svaki vektor @ vrijedi T+0=047=7 (postojanje neutralnog elementa),

Z4) zasvakivektor @’ = P—Q> postoji njemu suprotan vektor — @’ = @)3 takavdaje @ +(—a) =0 (postojanje

suprotnog elementa).

Svojstvo asocijativnosti ilustrirano je Slikom dok je svojstvo komutativnosti ilustrirano
Slikom Svojstva postojanja neutralnog i suprotnog elementa o¢ito vrijede po definiciji zbra-
janja vektora.

Slika 1.6: Svojstvo komutativnosti zbrajanja vektora.

Ukoliko Zelimo zbrojiti vise od dva trokuta, onda ih zbrajamo po pravilu mnogokuta. Pre-
ciznije, ako su zadani vektori a1 = OAj, a'p = A1Ay, ..., 0y = Ay_1Ay, tadaje a1+ a2+

...+ @y = OA,. Pravilo mnogokuta slijedi iz pravila trokuta i asocijativnosti zbrajanja, a ilustri-
rano je Slikom
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Al AQ

Ay
Slika 1.7: Pravilo mnogokuta.

Zadatak 1.9 Skiciraj neke vektore a’, DT razlicitog smjera i duljine. Odredi graficki vektor 'a’ + b+
—
c.

1.3 Mnozenje vektora skalarom

Rezultat mnoZenja vektora i skalara e biti vektor. Da bismo dobro definirali koji je to vektor,
moramo mu definirati duljinu, smjer i orijentaciju jer vektor je jednozna¢no odreden tek kad su
poznata sva ta tri pojma.

Definicija 1.10 Neka je @ vektor, a A € R skalar. UmnoZak vektora @ i skalara A je vektor kojeg
oznacavamo A'@’, a koji je definiran sa

e AT = 0akojeA=0ilid = 0.

U suprotnom vektor A"a’ ima:
e duljinu jednaku duljini vektora @’ pomnoZenoj s |A|,
e smjer jednak smjeru vektora a’,

e orijentaciju jednaku orijentaciji vektora @’ ako je A > 0, a suprotnu orijentaciji vektora @ ako je
A <O0.

Ova definicija ilustrirana je Slikom Uoc¢imo da je vektor b kolinearan vektoru a ako i

.. . - —
samo ako postoji A € R takav daje b =Aa’.

Zadatak 1.11 Skiciraj neki vektor a’. Odredi graficki vektor: a) 4°a’, b) —%7, c) —%7.

Zadatak 1.12 Skiciraj neke vektore @ i b razlicitog smjera. Odredi graficki vektor: a) 27a" + %7, b)
73D,
Zadatak 1.13 Skiciraj neke vektore @, biT razlicitog smjera. Odredi graficki vektor @ + %7 -27.

MnozZenje vektora skalarom ima sljedeca svojstva:
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— 1—
jll

Slika 1.8: Vektori a,37 i —

— 77 — ETI . . 3
M1) A(a + b)=Ada +Ab (distributivnost prema zbrajanju u V°),
@

M2) (A+pu) @ =A@ +pa (distributivnost prema zbrajanju u R),
a

M3) (Au)@ = A(ua’) (kompatibilnost mnoZenja),

M4) 07 = 0,
—
a

M5) 17 = @ (netrivijalnost mnoZenja).

1.4 Koordinatizacija prostora

Skup ravninskih vektora zajedno s operacijama zbrajanja vektora i mnoZenja vektora sa skalarom
¢ini vektorski prostor kojeg oznatavamo s V2. Skup prostornih vektora zajedno s operacijama
zbrajanja vektora i mnoZenja vektora sa skalarom &ini vektorski prostor kojeg ozna¢avamo s V3.
Obzirom da je operacije s vektorima puno zgodnije provoditi ra¢unski, nego graficki, u prostore
uvodimo koordinatni sustav koji nam omogucuje prikaz vektora brojevima i provodenje racunskih
operacija s vektorima ra¢unajudi s brojevima.

1.4.1 Koordinatizacija ravnine

U ravnini odaberemo toc¢ku O za ishodiSte. Zatim odaberemo dva medusobno okomita pravca
koji se sijeku u tocki O. Na jednom od tih pravaca odaberemo to¢ku I, a na drugom toc¢ku J, tako

daje ’5} ’ = ’5} ’ = 1. Tocke I i ] biramo tako da to¢ka I rotiranjem za kut od 7 oko ishodista u

pozitivnom smjeru prelazi u totku J. Uvedemo oznake i = o1, j= (?j , pa je time definiran desni
pravokutni (ortogonalni) koordinatni sustav (O,1,) u ravnini. Pravac kroz ishodiste na kojem lezi
vektor i zovemo x—os ili apscisa, a na kojem leZi vektor 7zovemo y—os ili ordinata.

Neka je @ neki ravninski vektor, kojeg prestavljamo usmjerenom duZinom OA koja ima poce-
tak u ishodistu koordinatnog sustava O(0,0), a kraj u tocki A(ay,ay,). Uo¢imo da po pravilu
paralelograma vrijedi

T = a4 uyf.
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N . v . — . g s .
Uoc¢imo da su koordinate tocke A i skalarene komponente vektora a” iste, u sustini se radi o ure-
. . . . — . v —_—
denom paru brojeva, pa ponekad govorimo i o koordinatama vektora @ i pisemo @ = (ax,ay) .

Vektor @ = OA se naziva radij-vektor to¢ke A. Ova konstrukcija ilustrirana je Slikom

YA
Ay oo - A

<.

b e
8
8

N.l\(

Slika 1.9: Koordinatizacija ravnine.

1.4.2 Koordinatizacija prostora

U prostoru odaberemo to¢ku O za ishodiste. Zatim odaberemo tri medusobno okomita pravca koji
se sijeku u toc¢ki O. Na jednom od tih pravaca odaberemo toc¢ku I, na drugom tocku J, a na tre¢em

- — o P —
tocku K, tako da vektori i = OI, j = OJ i k = OK budu jedini¢ne duljine, medusobno okomiti
i da ¢ine desnu trojku vektora (pravilo desne ruke). time definiran desni pravokutni (ortogonalni)
koordinatni sustav (O, ?f, )u prostoru. Pravac kroz ishodiste na kojem leZi vektor i i zovemo x—os

ili apscisa, na kojem leZi vektor ] zovemo y—os ili ordinata, a na kojem leZi vektor k zovemo z—os
ili aplikata.

—

Neka je @ neki prostorni vektor, kojeg prestavljamo usmjerenom duzinom OA koja ima poce-

tak u ishodistu koordinatnog sustava O(0,0,0), a kraj u to¢ki A(ay, ay, a;). Uot¢imo da po pravilu
paralelograma vrijedi

7 = ﬂx?+ ﬂy]_"I‘ ﬂz%.
Sli¢no kao i kod ravninskih vektora, vidimo da su koordinate to¢ke A i skalarene komponente vek-
tora @ iste, u sustini se radi o uredenoj trojski brojeva, pa ponekad govorimo i o koordinatama
—

vektora @ i piSemo = (ax,ay, az) . Vektor @ = OA se naziva radij-vektor tocke A. Ova kon-
strukcija ilustrirana je Slikom 1.10]

Zadatak 1.14 Gdje u prostornom koordinatnom sustavu leZe tocke:
a) T(2,0,0), T(-1,0,0), T(0,3,0), T(0,0,2);
b) T(2,1,0), T(1,-2,0), T(1,0,3), T(0,1,2);
c)T(1,2,3), T(2,—-1,1).

Zadatak 1.15 Zadana je prostorna tocka A sa: a) A(1,3,—1), b) A(0,2,3). Napisi radij vektor a tocke
A.
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Slika 1.10: Koordinatizacija prostora.

+k,b) @ = j— k. Napisi koordinate tocke A iji je to

Zadatak 1.16 Zadan je vektor @ sa: a) @ = 2i
radij vektor.

1.5 Izrac¢unavanje u koordinatiziranom prostoru

Dosad smo geometrijski definirali nekoliko operacija s vekotrima, a sada kad smo koordinatizirali
prostor Zelimo pronadi formule za rac¢unanje tih operacija s koordinatiziranim vektorima.

1.5.1 Zbrajanje i mnoZenje sa skalarom

Propozicija 1.17 Nekasu @ = ayi + ayfi = byi + byfdva vektora u ravnini, a A € R skalar. Tada
vrijedi
= (ax+by)i+ (ay +by)j,

-

@+
A = (Aay)i+ (Aay)].

=l =

Propozicija 1.18 Neka su 7= ax?+ aﬁ—i— azz i 7 = bx?+ bﬁ—l— sz dva vektora u prostoru,a A € R
skalar. Tada vrijedi

-

T+ b = (ax+b)i+(ay+by)j+ (az+Db)k,
AT = (Aag)i+ (Aay)j+ (Aaz)k.

ObrazloZenje zasto vrijede ove formule u ravninskom slucaju ilustrirano je Slikom dok je
za prostorni sluc¢aj obrazloZenje analogno.

Zadatak 1.19 Zadani su vektori

T =21—j+Fk b =i+3]—4k
Odredi vektore @ + 7, 27, —7, a - 37.
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a) b)
YA

R EEEEEEE \a

Aay o _E) E

W7
. a

az )

Aa,

Slika 1.11: Formula za: a) zbrajanje vektora, b) mnoZenje vektora skalarom u koordinatiziranoj
ravnini.

%
1.5.2 Vektor AB

Za vektor koji ima pocetak u ishodistu, a kraj u nekoj tocki A, lako izra¢unamo skalarne kom-
ponente (jednake su koordinatama to¢ke A). No, sada ¢emo izreé¢i formulu za izratunavanje

—
skalarnih komponenti vektora koji je predstavljen usmjerenom duZinom AB koja ne pocinje u
ishodistu. Naime, uo¢imo da vrijedi

— = —

OB = 0OA + AB,

paje

— — —

AB = OB - OA.
Uvrstavanjem koordinatiziranih radij vektora tocke B i A u ovu formulu, dobivamo sljedece for-
mule.

Propozicija 1.20 Neka su A(ay,ay) i B(by,by) proizvoljne tocke ravnine. Tada je
- i d
AB = (by — ay)i + (by — ay)j.

Propozicija 1.21 Neka su A(ay,ay,a;) i B(bx, by, b;) proizvoljne tocke u prostoru. Tada vrijedi

i

— - -
AB = (by —ay)i + (by —ay)j + (b; — az)k.

Zadatak 1.22 Zadane su to¢ke A i B sa: a) A(1,2,3) i B(2,0,1), b) A(2,—1,3) i B(—1,3,3). Odredi
—
vektor AB.

Zadatak 1.23 Odredi koordinate tocke B ako je A(1,2,—1) i AB = 2 — 7+ 3k.

1.5.3 Duljina vektora

Propozicija 1.24 Nekaje @ = a,i + ayfvektor u ravnini. Tada je

7| = \/ 93 + a3
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Propozicija 1.25 Nekaje @ = a,i + aﬁ%— ak vektor u prostoru. Tada je

}7| = \/a;%—i—aﬁ—i-u%.

Uotimo da formula za ravninski slucaj slijedi iz Pitagorinog poucka, jer je duljina vektora @’
duljina hipotenuze u pravokutnom trokutu kojemu su katete dugacke ay i ay (vidi Sliku [1.9). Za
prostorni slucaj tvrdnja slijedi iz dvostruke primjene pitagorinog poucka, jer je duljina vektora @’
duljina dijagonale u kvadru kojemu su tri razli¢ita brida dugacka ay, ay i a; (vidi Sliku[T.10).

1.5.4 Jediniéni vektor

. s v . RPRT ~ . — . o g . .
Najprije uo¢imo da iz definicije mnoZenja vektora sa skalarom vektor |31j| - a’ ima isti smjer i

orijentaciju kao vektor @', a duljina tog vektora je

1 1 =
@ T
Zaklju¢ujemo da vrijedi
— 1 —
a)= =7 4a.
7]

Obzirom da smo utvrdili formulu za | @ | u koordinatiziranom prostoru, sada slijede formule za
jedini¢ni vektor koje iskazujemo sljedeé¢im propozicijama.

Propozicija 1.26 Nekaje @ = ayi + ayfravninski vektor. Tada vrijedi
— 1 b
7 —

- Ay - ay -
ozi(axﬂray]) = i+ j-
a2 +a? a2 + a2 az + a2
X Y x y x y

Propozicija 1.27 Nekaje @ = a,i + ayf+ a.k prostorni vektor. Tada vrijedi

1 - - >
Ty = —(axz+ay]+azk)=
\/a% +aj + a2

le - ay - ﬂz

1+ ]+ k.
\/a§+a§+a§ \/a§+a§+a§ \/ai—l—a%—i-a%

Zadatak 1.28 Zadan je vektor @ = 2i — ] + 2k. Odredi duljinu vektora @', te jedini¢ni vektor @’o u
smjeru vektora "a . Provjeri da @’ o ima jedinicnu duljinu.

1.5.5 Prikloni kutevi

Pojam priklonih kuteva nismo do sada uveli, pa prije nego krenemo s analitickim formulama,
potrebno je najprije definirati priklone kuteve.
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Definicija 1.29 Neka je @ vektor u ravnini. Prikloni kutevi vektora “a” su kutevi koje taj vektor zatvara
s vektorima i i j, a oznacavamo ih redom s « i p.

Definicija 1.30 Neka je ‘a’ vektor u prostoru. Prikloni kutevi vektora @’ su kutevi koje taj vektor zatvara

- -, -

s vektorima i,j i k, a oznacavamo ih redom s o, B i -y.

Sada moZemo izre¢i formule po kojima se ti kutevi izra¢unavaju u koordinatiziranom prostoru,
a koje slijede iz trigonometrije pravokutnih trokutova prikazanih na Slikama 1.12}

a) b)
YA
Qyg-mmmmmom - A

o ST
8
8

Slika 1.12: Prikloni kutevi za: a) ravninski vektor, b) prostorni vektor.

Propozicija 1.31 Nekaje @ = ayi + ay]_"ravninski vektor. Tada je
ax ay

\/ a3 + aj \/ 93 +aj

Propozicija 1.32 Nekaje @ = ayi + ayf+ a,k prostorni vektor. Tada je

cosa = , cosf =

Ax ay az
—_—, ——_——, 05y = —————.
\/a3 +af + a2 \/93 +a + a2 \/0% +af + a2

Usporedujuci formule za priklone kuteve s formulama za jedini¢ni vektor, zaklju¢ujemo da su
prikloni kutevi vektora @ jednaki koordinatnim komponentama njegovog jedini¢nog vektora, .
da za ravninski vektor @ vrijedi

cosa = cos B =

@y = cosai+ cos fj,
dok za prostorni vektor @ vrijedi

g = cosai + cos Bj + cos k.

Zadatak 1.33 Izracunaj priklone kuteve vektora @ =i+ v/2j — k.
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1.6 Mnozenje vektora

Sada Zelimo definirati mnoZenje dva vektora medusobno. Definirat éemo dvije vrste mnoZenja:
skalarni produkt i vektorski produkt. U obje operacije ulazi par vektora, dok kao rezultat u slucaju
skalarnog produkta nastaje skalar, a u slu¢aju vektorskog produkta nastaje vektor. Da bismo ra-
zlikovali izmedu ta dva mnoZenja, uvodimo razli¢ite oznake: oznaku "-" za skalarni produkt, te
oznaku "x" za vektorski produkt.

Prije nego krenemo na definiranje tih dvaju vektora uvedimo sljede¢u oznaku za vektor:

g g 7

i j ok . . .
ax ay a = (ayb, — azby)i — (axb; — azby)j + (axby — ayby)k.
by b, b

Takoder, uvedimo sli¢nu oznaku za broj:

ay ay az |
by by by | = ax(byc; —bycy) — ay(bxcz — bycx) + az(bxcy — bycy).
Cx Cy €2

1.6.1 Skalarni produkt vektora

o o oo — . . — . — .
Definicija 1.34 Nekasu a i b dova vektora, te neka je ¢ = £('a’, b ). Skalarni produkt vektora a” i
— —

b je skalar (broj) kojeg oznacavamo sa @ - b, a koji je definiran formulom

—

N
@b :|7|‘b‘cosq). (1.1)

Uotimo da je skalarni produkt @ - b jednak nula u tri situacije: kad je @ nul-vektor, kad je v
—
nul-vektor ili kad su @’ i b okomiti. Takoder, obzirom da je skalarni produkt definiran kao um-
—

noZak tri broja, od kojih su dva sigurno pozitivna (| 7! >0i ‘ b ’ > 0), predznak skalarnog pro-
dukta @ - b ovisi samo o kutu izmedu ta dva vektora. Zaklju¢ujemo sljedece, kut 9 = £(a’, b))
je:

e ostri akoisamo akoje a’ - b pozitivan broj,
—
b

. . e
e praviakoisamoakoje a' - b =0,

e tupiakoisamoakoje a - b negativan broj.

BN
b

Zadatak 1.35 Odredi @ - b ako jera)|a| =2,

V=3, 0) =507

I
—_
N

X e . — I .
Zadatak 1.36 Sto vrijedi za kut ¢ = £('a’, b ) ako je:
b

DT b=-1, W7 -0=0 0a-b=2 da-b=4i



1.6. MNOZENJE VEKTORA 13

Geometrijsko znatenje skalarnog mnoZenja je sljedece: skalarni produkt @ - b jednak je um-
nosku duljine vektora @ (veli¢ina |7}) i skalarne projekcije vektora b na vektor @ (veli¢ina

)7‘ cos ¢). Ovo geometrijsko znacenje skalarnog produkta ilustrirano je Slikom|1.13

Slika 1.13: Geometrijsko znacenje skalarnog produkta.
Lako se vidi da skalarni produkt ima sljedeca svojstva:
S1) @ - 7 = 7 -@  (komutativnost),
S2) @(b +7)= s + @ ¢ (distributivnost),
S3) M@ -b)=(Aa)- =7 ()t?) (homogenost),

S4) vrijedi

PP o= f=RE=1,
ij = [k=f-k=0,

(skalarni produkt koordinatnih vektora),
S5) @ - = }7|2 (kvadriranje vektora).

Uo¢imo da se svojstva skalarnog produkta mogu iskoristiti za izratunavanje skalarnog pro-
dukta u koordinatiziranom prostoru.

—

Zadatak 1.37 Koristenjem svojstava skalarnog produkta odredi a’ - b ako je @ =2i—2j+ 3ki b =
27 + 4 + 5k.

Na sli¢an nacin kao u prethodnom zadatku, samo radeci sa opéenitim koordinatiziranim vek-
torima, dobivamo formulu za skalarni produkt u koordinatiziranom prostoru, a koju izri¢emo
sljede¢om propozicijom.

Propozicija 1.38 Neka su 7= ax?+ ayf+ azﬁ i 7 = bx?+ byf+ sz vektori. Tada vrijedi

- ? = ayby + ayby + azb;.



14 POGLAVLJE 1. VEKTORSKA ALGEBRA

Dokaz. Vrijedi

- ? = (ax?—i— uﬁ—i— aZE) (bx?—o— bﬁ—l— bj) = {distributivnost,homogenost} =
- axbx ?';) ‘I’ﬂxb T)'D +axbz _."%)

+aybx] _>+uyby] D—i—aybzf k) +

+azxk-?)+az D"’az k k):
{skalarni produkt koordmatmh vektora} =
= axbyx +ayby + azb..

Zadatak 1.39 Odredi @ - b ako je:

% hnd
Sto vrijedi za kut izmedu vektora @ i b ?

1.6.2 Vektorski produkt vektora

—
Definicija 1.40 Nekasu a i b vektori. Vektorski produkt vektora @ i b je vektor kojeg oznacavamo
—
s @ x b ,akojije definiran sa:

— — — — —

e @x b =0akojea = 0ilib =0 ilisuvektori @ i b kolinearni.

— - .
U suprotnom vektor a’ X b ima:
—

e duljinu jednaku povrsini paralelograma kojeg razapinju vektori @ i b,

e smjer okomit na smjerove vektora a i b,

e orijentaciju definiranu pravilom desne ruke.

Naglasimo jo$ jednom, iako je ve¢ izre¢eno u definiciji, da je vektorski produkt 7 xb jed-

nak nul Vektoru u tri situacije: kad je vektor @ nul-vekotr, kad je vetor b nul-vektor ili kad

suvektori @i b kolinearni. Takoder, uo¢imo na to kako je definirana duljina i smjer vektorskog
produkta, vektorski produkt nam je zgodan "alat" za ratunanje povrsina paralelograma (ili trokuta
kao polovice paralelograma), te za traZenje okomica. Geometrijski, vektorski produkt je ilustriran

Slikom

MoZe se pokazati da vektorski produkt ima sljedeca svojstva:

V1) @ x 7 = - (7 X 7) (anti-komutativnost),
V2) @ x (7 +7C)="Ta x P4+ TxT (distributivnost),
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A
_
@ X b
—
b
2
N
— 2
a

Slika 1.14: Geometrijsko znacenje skalarnog produkta.

V3) A(d x ?) = (A7) x D=7 x ()\7) (homogenost),
V4) vrijedi
ixi = fxf:ExE:O,
Ix7 = K xF=i kxi=]
IxT = —F Exj=-7 TxkF=-—]
(vektorski produkt koordinatnih vektora),
V5) vrijedi ’7 X 7’ = ‘7] ’7‘ sin ¢, pri¢emuije ¢ = £( @, 7) (duljina vektorskog produkta).

Svojstva V1), V3), V4) otito slijede iz definicije, a za preostala dva svojstva se uz tek malo vise
truda takoder moZe pokazati da vrijede. Sli¢no kao kod skalarnog produkta, svojstva vektorskog
produkta se mogu iskoristiti za izra¢unavanje vektorskog produkta u koordinatiziranom prostoru.

Zadatak 1.41 Koristenjem svojstava vektorskog produkta odredi @’ x b ako je @ = 2i—2j+ 3k i
— - - -
b = 2i+4j+ 5k.

Radeti kao u prethodnom zadatku, samo s opéenitim koordinatiziranim vektorima i 7,
dobivamo formulu za vektorski produkt u koordinatiziranom prostoru koja je izre¢ena sljede¢om

propozicijom.

Propozicija 1.42 Neka su @ =g+ ay]_"—i— az% i 7 = byl + by7+ bZE vektori. Tada vrijedi

- - P

R i j ok
— - - -
axb=|a a a;|= (ayb; — azby)i — (axb; — azby)j+ (axby — ayby)k.
bx by bz

Dokaz. Ova formula slijedi iz svojstava V1)-V4) vektorskog produkta. m
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Zadatak 1.43 Odredi @ x b ako je:

Zadatak 1.44 Odredi neki vektor <" okomit na vektore @ i b ako je:
T =7—47+3ki b =20 +5] -

Zadatak 1.45 Odredi povrsinu trokuta razapetog vektorima @ i b ako je:

- = - -

A =2i+j+kib =i—j+3k

1.6.3 MjeSoviti produkt vektora

Mjesovito mnoZenje vektora nije neko novo mnoZenje vektora, nego je kombinacija vektorskog i
skalarnog mnoZenja. Obzirom da se ta kombinacija ¢esto javlja pri rjeSavanju raznih problema,
korisno je navesti neka njena svojstva. Najprije definirajmo mjesoviti produkt.

Definicija 1.46 Nekasu a’, b i ¢ vektori. MjeSoviti produkt vektora a’, b i ¢ je skalar (broj) kojeg
v — T = .. .
oznacavamo sa (‘a’, b, c’), a definiran je formulom
— —
(a,b,c)=(a xb
Navedimo sada jedno svojstvo mjesovitog produkta.
Uocdimo da je mjesoviti produkt (a4, b, ¢’) jednak nula u Cetiri situacije: akoje a = 0 ili
b =01l ¢ = 0 ilisuvektori 4, b i ¢ komplanarni.

Propoz1c1]a 1.47 Neka su @, b i ¢ wvektori. Za volumen V paralelepipeda razapetog vektorima , ?
i ¢ vrijedi

_
b

V:’(f)x - c

)T
Dokaz. Uotimo da vektori @, PiTu opcenitom poloZaju razapm]u paralelelplped koji je
zapravo kosa prlzma kojoj je baza paralelogram razaiet vektorima @ i b a visina v ]ednaka

projekciji vektora ¢’ na okomicu @ x b (vidi Sliku[1.15). Ako oznatimo & = £(@ x v , )i
pretpostavimo da je a ostri, onda za volumen paralelepipeda vrijedi

V:PB~v:‘7x7“]7|cos«x:‘(7x7)~?
Dokaz u slucaju tupog kuta « je slican. m

Kao kod skalarnog i vektorskog mnozenja, i ovdje takoder postoji formula za izra¢unavanje
mjeSovitog produkta u koordinatiziranom prostoru.
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Slika 1.15: Geometrijsko znacenje mjeSovitog produkta.

Propozicija 1.48 Neka su = axf—i— ay]_"—f— azﬁ, 7 = bx?—i— bﬁ—i— bzﬁ ic = cx?—i— cy]_"—f— CZE vektori.
Tada vrijedi

N N N Ay ay az
(@ xb)-c=|bx by by |=ax(byc;—Dbzcy)—ay(bxc; —bzcy) + az(bxcy — bycy).
Cx Cy €z

Dokaz. Ova formula slijedi iz odgovarajué¢ih formula za skalarni i vektorski produkt. m

- —

Zadatak 1.49 Odredi (@, D, T)akoje @ =i+2f—3k b =2i—j+4ki T = 37 + 2] + 3k.

=

=|

Zadatak 1.50 Odredi volumen paralelepipeda razapetog vektorima @, b i C akoje @ = 2i + 4] — 3k,

B =T-2j+2kiT =i+]+F

Nadalje, kazemo da su vektori kolinearni ako leZe na istom pravcu, a komplanarni ako leze u
istoj ravnini. Sada moZemo izre¢i napomenu koja nam povezuje mnoZenje vektora s razli¢itim
meduodnosima tih vektora.

N
Napomena 1.51 Neka su @, b i tri ne-nul vektora. Tada vrijedi:

— —
1. vektori @’ i b su medusobno okomiti ako i samo akoje @ - b =0,

— —
2. vektori @ i b su kolinearni ako i samo akoje @ x b =0,
— —
3. vektori @', b i ¢ su koplanarni ako i samo akoje (@ x b)-¢ =0,

1.7 Linearna (ne)zavisnost vektora

* o ee — — — . . . .o g — — .
Definicija 1.52 Nekasu a1, a’2,..., a' vektori. Linearna kombinacija vektora a’y, a'2,..., a4 je
vektor

-

MA1+AMTo+.. .+

pri Cemu su Ay, Ay, . .., Ay realni brojevi.
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Zadatak 1.53 Napisi (barem) dvije linearne kombinacije vektora

T =2—j+k b =-2043-2%kiT=2] -k
Uo¢imo da jedna linearna kombinacija vektora 71, 72, e, uvijek daje nul-vektor neo-

. . — — — . o ee . .o — — —
visno o vektorima a’y, a'2,..., a'y, atoje trivijalna kombinacija0- a1 +0- a2 +...+0- a’,.

o o se — — — . v e — — .
Definicija 1.54 Neka su a'q, a'»,..., a y vektori. KaZemo da su vektori a'q, a'»,..., a 4 linearno
nezavisni ako

—

Mag+ a4 .+ A, =0 = A=A=...=A,=0.
U suprotnom kaZemo da su vektori 71, @ ,..., d »linearno zavisni.

Dakle, pitanje linearne nezavisnosti vektora je pitanje postojanja netrivijalne linearne kombi-
. . . . . o ee . .o — — — .
nacije koja daje nul-vektor. Ako jedino trivijalna kombinacija vektora a’y, a’»,..., a , daje nul-
P — — . . . .o o _ee .
vektor, onda su vektori a’y, a'y,..., a4 linearno nezavisni. Ako postoji netrlxﬂalna linearna kom-
. .o — — — . . . —> — .
binacija vektora a’y, a'5,..., 4, koja daje nul vektor, onda su vektori a’1, a’»,..., @', linearno
zavisni.

Zadatak 1.55 Zadani su vektori
- = —
i k

+

—

— i N - =
a=2i — b =-2i4+3j -2kic=2i+47j.

j ,
- x
Odredi linearnu kombinaciju —2°a" — b + ¢ tih vektora. Sto iz toga zakljucujes o linearnoj nezavisnosti

tih vektora?

Neka je a” neki ne-nul vektor. Vektor b je:
. . — 7 — . = .. . —
e linearno zavisanod 4 (b = aa’) akoisamo ako b leZina istom pravcu kao vektor a’,

. . — T — . - .. .

e linearno nezavistanod a4 (b # a a’) akoisamo ako b ne leZi na istom pravcu kao vektor
—
a.

Nekasu 4" i b linearno nezavisni vektori (tj. ne leZe na istom pravcu). Vektor ¢’ je:

e linearno zavisanod a i b (¢ = aa + B b ) ako i samo ako ¢ lezi u istoj ravnini kao
L= T
vektori a'i b .

e linearno nezavistanod a" i b (¢ # a'a + B b ) akoisamo ako ¢ ne leZi u istoj ravnini
—
.= .
kao vektori a’"i b .

Linearna (ne)zavisnost dva odnosno tri vektora ilustrirana je Slikama i[L.17
— —
Nekasu @', b i ¢ linearno nezavisni vektori (tj. ne leZe u istoj ravnini). Svaki vektor d € V3

. . - .= 7 — - — N s

je zavisan od vektora a’, b i ¢ (d = aa +Bb + ). KaZemo da skup od tri linearno
nezavisna vektora tvori bazu prostora V2 (jer se svaki preostali vektor moZe prikazati kao linearna
kombinacija vektora baze). Broj elemenata u bazi naziva se dimenzija prostora. Dakle, za prostor
V3 vrijedi da ima mno$tvo baza, ali sve te baze imaju 3 elementa, pa je dimenzija prostora V3

- - >

jednaka 3. Standardno se za bazu prostora V3 uzima skup {3, j, k}.
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a) b)

—

b
3’\

— —
a a

Y
Y

Slika 1.16: Dva vektora koji su: a) linearno zavisni, b) linearno nezavisni.

a) b)

!
sl

Slika 1.17: Tri vektora koji su: a) linearno zavisni, b) linearno nezavisni.

Zadatak 1.56 Zadan je vektor @’ = i+ 3]_"— oK. Odredi vektor b tako da je: a) b linearno zavisan od
— ey . —
vektora a’,b) b linearno nezavisan od vektora a’.

. . — - >, T - - . L= . T, ..
Zadatak 1.57 Zadani su vektori a° = 2i+3ki b = 2i — 4k. Jesu li vektori a’ i b linearno zavisni?
—
Odredi vektor ¢ tako da je: a) vektor C linearno zavisan od vektora @ i b, b) vektor ¢ linearno
-
nezavisan od vektora @ i b .
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Poglavlje 2

Pravci i ravnine u prostoru

2.1 Ravnina

2.1.1 Osnovni oblik jednadzbe

Neka je 7t ravnina u prostoru. Ravnina 7t je jednozna¢no odredena ako je poznata jedna tocka
. — . . — . .

Tp € m, te jedan vektor n okomit na ravninu 7. Vektor #n" naziva se vektor normale ravnine 7.

Uocimo da tada za svaku tocku T prostora vrijedi:

1. ako je tocka T na ravnini 77, onda je vektor TyT okomit na vektor #’, pa vrijedi n - ToT =0,

—
2. ako tocka T nije na ravnini 77, onda vektor TyT nije okomit na vektor 7, a niti je nul-vektor,
e — T
pamora biti n" - ToT # 0.

Ova ¢injenica ilustrirana je Slikom[2.T] Uo¢imo da gornje tvrdnje vrijedeiza T = Ty jer je tada
— —
ToT = 0. Dakle, jednadzba
- =
n - T()T =0

razlikuje tocke prostora na nacin da sve toc¢ke na ravnini 77 zadovoljavaju tu jednadZzbu, dok ni-
jedna od preostalih to¢aka prostora ne zadovoljava tu jednadZbu, pa tu jednadZbu nazivamo os-
novnim oblikom jednadZbe ravnine 7.

2.1.2 Vektorski oblik jednadzbe

Ako su elementi osnovnog oblika jednadZbe ravnine zadani vektorskisa g = OTyi r = OT,
onda po pravilu trokuta za zbrajanje vektora imamo

o+ Tl =7 =Tl =7 -7,
pa jednadzba ravnine poprima oblik
W (7T —T70)=0
koji se naziva vektorski oblik jednadZbe ravnine.

21
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a) b)

2/ z

Slika 2.1: Osnovni oblik jednadzbe ravnine i: a) tocka na ravnini, b) to¢ka van ravnine.

2.1.3 Skalarni oblik jednadzbe

Ako su elementi osnovnog oblika jednadZbe ravnine zadani skalarno sa 7 = Ai + Bj + Ck,
To(x0,Y0,20) 1 T(x,y,z), onda imamo

= b g 7

ToT = (x —x0)it (v — yo)j+ (z = 20)k,
pa jednadZzba ravnine poprima oblik

A(x —x0) +B(y —yo) +C(z —29) =0

koji se naziva skalarna jednadZzba ravnine. Napomenimo da se skalarna jednadZba ravnine ponekad
naziva i jednadzba ravnine kroz tocku.

2.1.4 Opdi oblik jednadzbe

Raspisivanjem skalarne jednadZbe ravnine dobivamo
Ax+ By + Cz — Axg — Byg — Czp = 0,
pa uvodenjem oznake D = —Axy — Byg — Czg jednadzba ravnine postaje
Ax+By+Cz+D =0

$to se naziva op¢i oblik jednadZbe ravnine. Op¢i oblik jednadZbe ravnine je najc¢esc¢e koristen u
praksi.

Zadatak 2.1 Zadana je ravnina 7v...2x + 3y — z+ 2 = 0. Ispitaj leZi li tocka T na ravnini 7t, ako je: a)
T(1,1,7),b) T(0,1,-1),¢) T(0,0,0),d) T(2,—1,3).

Zadatak 2.2 Koje od ravnina:
a)x—2y+3z—-7=0, b)x—-3z2+4=0, cJx+2y—5z2=0,

prolaze ishodistem?
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Napomena 2.3 Ravnina Ax + By 4 Cz + D = 0 prolazi ishodistem ako i samo ako je D = 0.
Uo¢imo da se iz opceg oblika jednadZzbe ravnine Ax + By + Cz + D = 0 lako i8¢ita normala
W = Ai+ Bj+ Ck.
Zadatak 2.4 Zadane su ravnine:
a)2x —y+3z—4=0, b)x—z+2=0, cJx+y—3z=0.

Odpredi njihove vektore normale.

Uotimo nadalje da totka Ty i vektor normale 7’ kojim se zadaje ravnina 7r mogu biti razli¢iti,
pa nas zanima kako se razli¢iti odabir tih elemenata reflektira na opcoj jednadzbi ravnine.

Zadatak 2.5 Ravnina 7t prolazi tockom T (1,1, —2) i ima vektor normale:
@)W =2+2f+k b)) W =4i+4]+2k
Odpredi opéu jednadzbu ravnine 7.

Obzirom da su vektori normale iz prethodnog primjera kolinearni, to znaci da je u oba slucaja
zadana ista ravnina, a dobiva se razli¢ita jednadzba ravnine. Zaklju¢ujemo da jednadzba ravnine
nije jedinstvena, ali da dvije razli¢ite jednadzbe iste ravnine imaju proporcionalne koeficijente A,
B,CiD.

Zadatak 2.6 Ravnina 7t ima vektor normale 7’ = 2i + 3j + 4k i prolazi tockom:
a)T(1,2,-1), b T(2,-2,3).
Odpredi opéu jednadZbu ravnine 7.

Uo¢imo da su ravnine iz prethodnog primjera paralelne, te da se to reflektira na njihovim
op¢im jednadZzbama tako da su koeficijenti A, B i C proporcionalni, dok koeficijent D nije u pro-
porciji. Iskazimo sada nasa opazanja iz dva prethodna primjera u sljede¢oj napomeni.

Napomena 2.7 Ravnine
... Aix+Biy+Ciz+ Dy =0imp... Aox + Boy +Coz+ Dy =0
su medusobno:

e paralelne, ako i samo ako je
ho _B_ G _
Ay B G
e jednake, ako i samo ako je
Ao _B_G_Dr_,
At B G D
Zadatak 2.8 Zadane su ravnine:
) 2x—y+z+1=0
Y o4x—2y+2243=0"

x—3y+1=0
2x—6y+2=0"

x—y+2z+1=0

b) x+y+4z+3=0"

c)

Jesu li navedene ravnine jednake ili paralelne?
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2.1.5 Jednadzba ravnine kroz tri tocke

Ravnina 77 je odredena je i sa tri nekolinearne tocke: Ty (x1,y1,21), Ta(x2,¥2,22) 1 T3(x3,Y3,23). Za
— =
bilo koju to¢ku T prostora vrijedi da leZi na ravnini 7t ako i samo ako su vektori T1 T, T1 1T i T1 T3

komplanarni. Obzirom da su tri vektora komplanarni ako i samo ako im je mjeSoviti produkt
jednak nula, time dobivamo jednadzbu

— — —
(nTxnn)qug:Q
odnosno
Xx—x1 Yy—-h z—21
Xo—=X1 Y2—Yy1 22—z | =0,
oY Ys—h o2
koja se naziva jednadZba ravnine kroz tri tocke. Ova jednadzZba ilustrirana je Slikom

Slika 2.2: Jednadzba ravnine kroz tri tocke.
Zadatak 2.9 Odredi jednadzbu ravnine 7t koja prolazi tockama Ty(2,1,3), T»(4,5, —1) i T3(3,3,0).

2.1.6 Segmentni oblik jednadZbe ravnine

Neka je Ax + By + Cz+ D = 0 jednadZzba ravnine 7t. Ako je D = 0, onda ravnina 7t prolazi
ishodistem. Ako je pak D # 0, onda se op¢i oblik jednadZbe ravnine moZze podijeliti sa —D, pa

dobivamo 4 B c
X y z _ X y z

Uvodenjem odgovarajuéih oznaka, jednadZba ravnine poprima oblik

Xy oz
kT !
koji se naziva segmentni oblik jednadZbe ravnine. Napomenimo jos jednom da se jednadZba rav-
nine moZe napisati u segmentnom obliku ako i samo ako ravnina ne prolazi ishodistem. Nadalje,
uvr$tavanjem u jednadZbu ravnine lako se vidi da to¢ke K(k,0,0), L(0,1,0) i M(0,0,m) leZe na
7, pa su k, I, m odsjecci na koordinatnim osima. Segmentni oblik jednadZbe ravnine ilustriran je
Slikom[2.3]
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m

Slika 2.3: Segmentni oblik jednadZbe ravnine.

Zadatak 2.10 Zadane su ravnine:
a)2x—y+4z—-2=0,b)x—2y+32=0,c) —2x+3y+6=0.

Koje od tih ravnina se mogu napisati u segmentnom obliku? Za one koje mogu, napisi segmentni oblik
jednadzbe i skiciraj te ravnine.

2.2 Pravac

2.21 Osnovni oblik jednadZbe pravca

Neka je p pravac u prostoru. Pravac p je jednozna¢no odreden ako je poznata jedna tocka Ty € p,
. — — . . v

te jedan vektor s paralelan s p. Vektor s” naziva se vektor smjera pravca p. Uocimo da tada za

svaku to¢ku T prostora vrijedi:

1. ako tocka T lezi na pravcu p, onda je vektor TyT kolinearan sa s’, paje ToT = A s’;

2. ako tocka T ne leZi na pravcu p, onda vektor Ty T nije kolinearan sa s’, paje TpT # A's".

Ova injenica ilustrirana je Slikom 2.4 Uo¢imo da gornje tvrdnje vrijede i za T = Tj jer je tada

— —
ToT = 0. Dakle, jednadzba

— .

ToT =As
razlikuje to¢ke prostora na na¢in da sve to¢ke na pravcu p zadovoljavaju tu jednadzbu, dok nijedna
od preostalih to¢aka prostora ne zadovoljava tu jednadzbu, pa tu jednadzbu nazivamo osnovnim
oblikom jednadzbe pravca p.

2.2.2 Vektorski oblik jednadzbe

. . . . . . — T . = Py
Ako su elementi osnovnog oblika jednadZbe pravca zadani vektorskisa g = OTpi r = OT,
onda po pravilu trokuta za zbrajanje vektora imamo

— —
To+ToT=7=TT=7-To,
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2/ z

To - To -

Slika 2.4: Osnovni oblik jednadzZbe pravca i: a) tocka na pravcu, b) tocka van pravca.

pa jednadzba pravca poprima oblik
F o Fe=AT = T = To+ AT

koji se naziva vektorska parametarska jednadZba pravca.

2.2.3 Skalarni oblik jednadzbe

Ako su elementi osnovnog oblika jednadzbe ravnine zadani skalarno sa S =ai+ b]_"—i— ck, To(x0, Y0, 20)
i T(x,y,z), onda imamo

— - = -
ToT = (x — x0)i+ (y — yo)j+ (z — z0)k,
pajejednadzba pravca TyT = A s” ekvivalentna sa
X —x9=Aa X =x0+Aa
Yy—Yo=Ab , 4. { y=yo+Ab zalA€eR,
z—z9= Ac z=2z9+ Ac

a ovaj oblik jednadzbe pravca se naziva skalarna parametarska jednadzba.

2.24 Kanonska jednadZzba pravca

Ako u skalarnoj parametarskoj jednadzbi pravca izlu¢imo A, te izjednac¢imo sve tri jednakosti po
A, dobivamo kanonsku jednadZbu pravca

X—X0 _Y—Yo _2z2—2

a b c

Kanonsku jednadzbu pravca ne treba shvacati strogo kao jednakost triju razlomaka. Naime,
nazivnici ne oznacavaju dijeljenje, ve¢ skalarnu komponentu vektora smjera, pa ih piSemo i kad
su jednaki 0.

Zadatak 2.11 Napisi kanonsku jednadzbu pravca p kroz tocku To(1, —2,3) s vektorom smjera 5° = 2i +
5] — k. Ispitaj leze li tocke Ty(2,0,1) i To(—1, —7,4) na pravcu p.
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Zadatak 2.12 Napisi parametarsku jednadzbu pravca

x—1 y+3 z-2
2 0 =57

Odredi nekoliko toéaka na pravcu p.

2.2.5 Jednadzba pravca kroz dvije tocke

Pravac p odreden je i sa 2 razli¢ite totke: Ty (x1,y1,21) 1 To(x2, Y2, 22). Tada vektor smjera pravca
moze biti

— T - - -

s =TTy = (x2—x1)i+ (Y2 —y1)j + (22 — z1 k.

Uvrstavanjem u kanonsku jednadzbu pravca dobivamo

X — X1 - y—1 - Z—2Z
X2 — X1 Y2—W1 22 — 21

$to se naziva jednadzba pravca kroz dvije tocke. JednadZzba pravca kroz dvije tocke ilustrirana je

Slikom 2.5

Slika 2.5: JednadZba pravca kroz dvije tocke.

2.2.6 Pravac kao presjek dviju ravnina

Ako dvije ravnine 771 i 772 nisu paralelne, onda one jednoznac¢no odreduju pravac p koji se zapisuje

sa
Aix+Biy+Ciz+ Dy =0,
P\ Aox + Boy+ Coz+ Dy = 0.

Pravac zadan kao presjek dvije ravnine ilustriran je Slikom[2.5

2.3 Kutevi

2.3.1 Dva pravca

Definicija 2.13 Kut izmedu dva pravca je kut izmedu njihovih vektora smjera.
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Slika 2.6: Pravac kao presjek dvije ravnine.

Uot¢imo da je ovime definiran i kut izmedu mimoilaznih pravaca. Zelimo sada izvesti formulu
za kut izmedu dva pravca. Neka pravci p; i po imaju vektore smjera

S_f = alf—f— b17+ C]Ei S_2> = az?-i— b2f+ sz.

Za kut ¢ izmedu pravaca p1 i p» tada vrijedi

_
152 142 + 0102 + 12
518 a1a, + byby + cqc
cos @ = =

— = .
sillsl @i+ dyd+ B+

Kut izmedu dva pravca ilustriran je Slikom

2.3.2 Dvije ravnine

Definicija 2.14 Kut izmedu dvije ravnine je kut izmedu njihovih vektora normale.

Zelimo sada izvesti formulu za kut izmedu dvije ravnine. Neka ravnine 711 i 7, imaju vektore
normale
] = Aqi + Byj + Ciki i = Asi + Byj + Cok.
Za kut ¢ izmedu ravnina 77 i 77, tada vrijedi

n - A1Ar + B1By + C1 Gy
cos ¢ = =

millmal\Ja2 B2 2\ /a3 4 B2+ 3

Kut izmedu dvije ravnine ilustriran je Slikom

2.3.3 Pravaciravnina

Definicija 2.15 Kut izmedu pravca i ravnine je komplement kuta izmedu njihovih vektora smjera i vektora
normale.
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Zelimo sada izvesti formulu za kut izmedu dvije ravnine. Neka pravac p ima vektor smjera
S = ai + bj + ck, a ravnina 7 vektor normale 7 = Ai 4 Bj + Ck. Za kut ¢ izmedu pravca p i
ravnine 7t tada vrijedi

sin —cos(z— )= S _ aA+bB+cC
¢ 2 ¢ ‘?|’7| Va2 ¥ 02+ 2/AZ B2 FC2
Kut izmedu pravca i ravnine ilustriran je Slikom
a) b) )

Slika 2.7: Kut izmedu: a) dva pravca, b) dvije ravnine, c) pravca i ravnine.

2.4 Udaljenosti

2.4.1 Dvije tocke

Definicija 2.16 Udaljenost dviju tocaka je duljina vektora s pocetkom i krajem u tim tockama.

Definicija udaljenosti dviju tocaka ilustrirana je Slikom Zelimo sada izvesti formulu za
udaljenost izmedu dvije tocke. Neka su Ty (xo, Yo, z0) 1 T1(x1, y1, 21) dvije totke. Tada za udaljenost
d = d(Tp, T) totaka Ty i Ty vrijedi

d(To, Th) = )m’ = /(11— 202+ (1 — y0) + (21 — 20)2

24.2 Tockai pravac

Definicija 2.17 Udaljenost tocke od pravca je udaljenost tocke od njene ortogonalne projekcije na taj pravac.

Definicija udaljenosti tocke i pravca ilustrirana je Slikom Zelimo sada izvesti formulu za
udaljenost izmedu to¢ke i pravca. Neka je pravac p odreden tockom Ty i vektorom smjera s, te
neka je Tj bilo koja to¢ka prostora. Neka je d = d(Ty, p) udaljenost totke T od pravca p. Uo¢imo

—

da za povrsinu P paralelograma razapetog vektorima s i TyT; vrijedi

P=|F|-diP= T x|
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a) b) <)

Ty

Slika 2.8: Definicija udaljenosti: a) dvije tocke, b) tocke i pravca, c) tocke i ravnine.

Obzirom da je to ista povrsina, izjednac¢avanjem po P dobivamo

me?‘

d(Tl/ P) -

i

Izvod ove formule ilustriran je Slikom

2.4.3 Tockairavnina

Definicija 2.18 Udaljenost tocke od ravnine je udaljenost tocke od njene ortogonalne projekcije na tu ravn-
inu.

Definicija udaljenosti tocke i ravnine ilustrirana je Slikom Zelimo sada izvesti formulu za
udaljenost izmedu tocke i ravnine. Neka je ravnina 7 odredena to¢kom Tj i vektorom normale
7, te neka je Tj bilo koja tocka prostora. Neka je d = d(Tj, 77) udaljenost tocke T; od ravnine 7.

—
Oznatimo sa @ kut izmedu vektora 7 i Ty T;. Uo¢imo da za kosinus kuta ¢ vrijedi

.
d . TOT1~ n

cos ¢ = icosgp=———

mn‘ ‘Rﬂ“n!

Obzirom da je to isti kut ¢, izjednac¢avanjem po cos ¢ dobivamo

7]
d(Tl,ﬂ.’) = =
7]

Izvod ove formule ilustriran je Slikom

24.4 Dvapravca
Definicija 2.19 Ako se pravci:

o sijeku, udaljenost tih pravaca je nula,



24. UDALJENOSTI 31

a) b) <)

Slika 2.9: Tlustracija izvoda formule za udaljenost: a) tocke i pravca, b) tocke i ravnine, c) dvaju
mimoliaznih pravaca.

e paralelni, udaljenost tih pravaca je udaljenost bilo koje tocke s jednog pravca do drugog,

o mimoilazni, udaljenost tih pravaca je udaljenost bilo koje tocke na jednom pravcu do ravnine koja mu
je paralelna a sadrZi drugi pravac.

Definicija udaljenosti dvaju pravaca ilustrirana je Slikom Uo¢imo da vrijednost odnosno
formulu za slucajeve kad se pravci sijeku ili su paralelni ve¢ imamo. Sada Zelimo izvesti formulu
za udaljenost u slucaju kad su pravci mimoilazni.

Neka su pg i p; mimoilazni pravci, pri ¢emu je pravac py odreden sa tockom Ty i vektorom

. —_— . v . . d .
smjera sg, dok je pravac p; odreden sa tockom Tj i vektorom smjera s;. Neka je d = d(po, p1)
udaljenost pravaca py i p;. Oznatimo sa V volumen paralelepipeda razapetog vektorima s'g, 5 1

i TO—TI. Uo¢imo da za volumen V vrijedi

V=[Fox S1[-diV=|(Fox 51) T
Obzirom da je to jedan te isti volumen, izjedna¢avanjem po V' dobivamo
‘(?0 X 51) YTT{‘

— —
|50 x 571

d(po, p1) =

Izvod ove formule ilustriran je Slikom

2.4.5 Pravaciravnina
Definicija 2.20 Ako se pravac i ravnina:
o sijeku, udaljenost im je nula,
o paralelni, udaljenost im je udaljenost bilo koje tocke s pravca od ravnine.

Definicija udaljenosti pravca i ravnine ilustrirana je Slikom 2.1} Uot¢imo da iznos udaljenosti
pravca i ravnine u slucaju kad se oni sijeku ve¢ imamo po definiciji, a u slucaju kad su pravac i
ravnina paralelni onda se ta udaljenost ra¢una po formuli za udaljenost tocke i ravnine koju smo
vec izveli. Dakle, ovdje ne trebamo izvoditi nikakve dodatne formule.
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a) b) <)

d d

Slika 2.10: Udaljenost dvaju pravaca koji: a) se sijeku, b) su paralaleni, c) su mimoilazni.

Slika 2.11: Udaljenost pravca i ravnine koji: a) se sijeku, b) su paralelni.

2.4.6 Dvije ravnine
Definicija 2.21 Ako se dvije ravnine:
o sijeku, udaljenost im je nula,

o paralelne, udaljenost im je udaljenost bilo koje tocke s jedne ravnine do druge ravnine.

Definicija udaljenosti dviju ravnina ilustrirana je Slikom 2.12] Uotimo da iznos udaljenosti
dviju ravnina u slucaju kad se one sijeku ve¢ imamo po definiciji, a u slu¢aju kad su one paralelne
ta udaljenost se racuna po formuli za udaljenost tocke i ravnine koju smo ve¢ izveli. Dakle, ni
ovdje ne trebamo izvoditi nikakve dodatne formule.
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Slika 2.12: Udaljenost dvije ravnine koje: a) se sijeku, b) su paralelne.

33
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Poglavlje 3

Matrice

3.1 Osnovni pojmovi

3.1.1 Definicija matrice

Definicija 3.1 Pravokutnu tablicu brojeva

all aip ... 111]' ce. A1p
a1 ay ... L'lzj . Aoy
A = .. . .. . 4
an ap ... 611] e Aiy
1Am1 Am2 .- - amj oo Amn

pri cemu je m,n € IN te ajj € Rzasvakii =1,...,mij =1,...,n nazivamo realnom matricom tipa
m X n.

Uvedimo sada neke nazive vezane za matricu. Broj m je broj redaka, broj n je broj stupaca, a
brojevi a;; se nazivaju matricni elementi. Nadalje, elementi a;1,a;, . .., a;,, tvore i—ti redak, dok ele-
menti 4y, ayj, . .., yj tvore j—ti stupac matrice. Ako je m = 1kaZzemo da je matrica retcana, dok ako
je n = 1 kaZemo da je matrica stupfana. Ret¢ane i stupane matrice se jednim imenom nazivaju
vektori.

Matrice ¢emo najces¢e oznacavati velikim tiskanim slovima A, B, C, X, ..., dok ¢emo vektore
oznacavati s a, b, c,x,.... Nadalje, matricu A tipa m x n s elementima ajzai=1,...mij=
1,...,n Cesto ¢emo krace zapisivati s A = [aij]

sa My .
Zadatak 3.2 Za matricu

- Skup svih matrica tipa m X n oznacavat cemo

1 V2 =1 0
A=} 0 0 =&
2 1 7 12

odredi kojeg je tipa, koji elementi tvore drugi redak, a koji Cetvrti stupac!

35
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Zadatak 3.3 Kojeg tipa su matrice

Kako nazivamo te matrice?

Definicija 3.4 KaZemo da su matrice A = [a;j] i B = [bjj], , jednake ako su istog tipa (tj. m = ki
n = 1), te imaju jednake odgovarajuce elemente (tj. a;; = bjjzasvakii =1,..., mij=1,...,n).

Zadatak 3.5 Ispitaj je li A = B ako je:

1 2]. 1
a) A = 1 3_1B—__1],
(1 2]. (1 2
b)A—i1 3_1B—_71 0],
(1 2] . (1 2
c) A= 1 3_1B:__1 3}.

Definicija 3.6 KaZemo da je matrica A € My, , kvardatna ako je m = n.

Za kvadratnu matricu tipa n X n kaZemo jos$ i da je matrica reda n. Skup M, ;, oznatavamo jo$
is My,. Glavnu dijagonalu kvadratne matrice A reda n Cine elementi ay1, a2y, ..., auy.

Zadatak 3.7 Je li matrica A kvadratna ako je:

2 3 ) 3 2 3 1
aAA=1|3 7 ,b)A:[3 7]C)A: 3 7 3
1 3 1 3 -1

Ako matrica A jest kvadratna, kojeg je reda i koji elementi tvore glavnu dijagonalu?

Definicija 3.8 Neka je A = [a;;]  matrica. Transponirana matrica AT matrice A je matrica AT =

m,
[afi] nm’
Zadatak 3.9 Odredi AT ako je
2 1
A=|4 7|.
-1 5
3.1.2 Neke matrice specijalnog oblika
Nul-matrica

Nul-matrica je svaka matrica kojoj su svi elementi 0, bez obzira kojeg je tipa. Nulmatrica se oz-
nacava s O. Sljedec¢e matrice su nul-matrice
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Dijagonalna matrica

Dijagonalna matrica je kvadratna matrica kojoj su svi elementi van glavne dijagonale jednaki 0.
Sljedece matrice su dijagonalne

a1 0 0

4 0 2 0 0 0 axm 0
o sl (00 0f, .
0 0 -1 :

0 0 Ann

Jedini¢na matrica

Jedinicna matrica je kvadratna matrica kojoj su svi elementi na dijagonali jednaki 1, a svi elementi
van dijagonale jednaki 0. Jedini¢na matrica se oznac¢ava s I, a ako se Zeli naglasiti da je reda n, tada
se oznacava s I;. Uo¢imo da je jedini¢na matrica specijalan slucaj dijagonalne matrice. Sljedeée
matrice su jedini¢ne

1 0 0

1 0 1 0 0 0 1 0
01,010, )
0 0 1 :

0 0 1

Trokutaste matrice

Postoje dvije vrste trokutastih matrica - gornje trokutaste i donje trokutaste.

Gornjetrokutasta matrica je svaka kvadratna matrica kojoj su svi elementi ispod glavne dijagonale
jednaki 0. Sljedec¢e matrice su gornjetrokutaste

a1 a2 a1n

7 92 2.0 4 0 axn aop
0 2| 01 4/, .
00 -1 :

0 0 Ann

Donjetrokutasta matrica je svaka kvadratna matrica kojoj su svi elementi iznad glavne dijagonale
jednaki 0. Sljedece matrice su donjetrokutaste
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3.1.3 Matrica kao skup vektora

Stupce (i retke) matrice moZemo shvatiti kao vektore. Tako moZemo smatrati da je matrica

an app ... diu
a4 ... O
A=
Ayl Ay ---  Amn
sastavljena od vektora redaka
a = 411 412 ... A, ai
a = |d21 4 ... 2], a2
A=
am = [aml Am2 - -- amn} , Am
ili pak od sljedeéih vektora stupaca
a ai 1n
a1 az a2n
alz 132: ] , ’an: ,A:[a1 a2 an}
Am1 Am2 Amn

3.2 Racunske operacije s matricama

3.2.1 Zbrajanje matrica

Definicija 3.10 Nekasu A = [a;;] 1B = [b;]  matriceistog tipa. Tada je

m,
A+B= [ai]- + bi]']

mmn’

Uocimo iz definicije da se mogu zbrajati samo matrice istog tipa. Zbroj matrica razli¢itog tipa nije
definiran.

Zadatak 3.11 Izracunaj A + B ako je
A=|3 1| i B=

Zbrajanje matrica iz M, , ima sljedeca svojstva:
Z1) (A+B)+ C = A+ (B + C) (asocijativnost)
Z2) A+ B = B + A (komutativnost)
Z3) zasvaku matricu A vrijedi A + O = O 4+ A = A (postojanje neutralnog elementa),

Z4) za svaku matricu A postoji njoj suprotna matrica —A takva da je A + (—A) = O (postojanje
suprotnog elementa).
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3.2.2 MnoZenje matrice sa skalarom

Definicija 3.12 Neka je A = [a;]  matricai) € R skalar (broj). Tada je

m,

AA = [/\Lll‘j}

mmn '’

Dakle, kad se matrica A pomnoZi skalarom A nastaje matrica koju oznatavamo s AA koja je
istog tipa kao matrica A, a matri¢ni elementi joj se dobivaju tako da se svaki matri¢ni element
matrice A pomnoZis A.

Zadatak 3.13 Izracunaj —2A ako je
1 -1 2

3 1 =2/

MnozZenje matrica iz M, , sa skalarom ima sljedeca svojstva:
M1) A(A + B) = AA + AB (distributivnost prema zbrajanju u M, ),
M2) (A +pu)A = AA + A (distributivnost prema zbrajanju u RR),
M3) (Au)A = A(pA) (kompatibilnost mnozenja),
M4) 0-A =0,

M5) 1: A = A (netrivijalnost mnozenja).

3.2.3 Mnozenje matrica
Prije nego sto krenemo na definiciju mnoZenja matrica, potreban nam je pojam ulan¢anih matrica.

KaZemo da su dvije matrice ulancane ako je broj stupaca prve matrice jednak broju redaka druge
matrice.

Definicija 3.14 Neka su A = [a;j|mn i B = [bjj]n,p dvije ulancane matrice. UmnoZak matrica A i B je
matrica

i
AB = [ailblj + aizsz +...+ ainbn]'}m/p = [Z aikbkj]m,p' (3.1)
k=1

Dakle, iz definicije je o¢ito da se mnoZiti mogu samo ulan¢ane matrice. Kao rezultat mnoZenja
nastaje matrica koja ima isti broj redaka kao prva matrica u umnosku, broj stupaca kao druga
matrica u umnosku, a element u i—tom retku i j—tom stupcu matrice AB dobiva se tako da se
zbroje umnosci odgovarajucih elemenata i—tog retka matrice A i j—tog stupca matrice B.

Primjer 3.15 Neka su
bi1 bip [big| bis
a a a .
AI[ [— 13} i B=| by by by by
a1 Az a3 b b b b
31 b3 (b33 b3

opcenite matrice. Postoji li matrica C = AB? Ako postoji, odredi element cp3!
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Rjesenje. Uocimo da su ove matrice ulancane, pa je umnozak definiran. Kao rezultat mnoZenja
nastaje matrica C tipa 2 x 4. Vrijedi

23 = az1b13 + axbaz + az3bs;.

Uo¢imo da se u pribrojnicima ove sume mijenjaju samo podebljani indeksi, pa se suma moZe
napisati kao

3
03 = Y, doibia.
k=1

Zadatak 3.16 Izracunaj AB i BA ako je:
a)Az{z 0 }iB:{l 2 ]

3 -1 3 1 =2
-1 3
. 2 -1 5
b) A= 2 18_{4 1 _2},

oa=[ 2 2 ]m=[3 1]

Uo¢imo da mnoZenje matrica ima neka "neobi¢na" svojstva.

1. Opcenito je AB # BA.

Naime, umnozak matrica A i B naj¢e$ce nije uopée definiran u oba poretka mnozenja. Cak
i kad je definiran, rezultat mnoZenja su najcesée matrice razli¢itog tipa. A ¢ak i kad nastanu
matrice istog tipa, naj¢eSce se ne podudaraju u svim elementima. Dakle, opéenito je AB #
BA iako mogu postojati matrice A i B za koje je AB = BA.

2. Akoje AB = O, to ne znaci da mora biti A = O ili B = O.

Uoc¢imo da vrijedi obratno, ako je A = O ili B = O, to zna¢i da mora biti AB = O. Dakle,
iz faktora se moze zakljuc¢ivati o umnosku. No, obratno ne vrijedi, iz umnoska se ne moze
zakljucivati o faktorima.

MnoZenje matrica ima sljedeca svojstva uvijek kad su svi umnosci definirani:
1. (AB)C = A(BC) (asocijativnost),

2. (A +B)C = AC + BC (distributivnost),

3. Al = IA = A (postojanje neutralnog elementa),

4. (AB)T = BTAT.
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3.3 Regularne matrice

Uoc¢imo da kod mnoZenja brojeva imamo svojstvo postojanja suprotnog (inverznog) elementa
obzirom na mnoZenje (za svaki x € R\{0} postoji x~! € R takavdajex-x~! = x71.x = 1).
Postavlja se pitanje postojanja inverza obzirom na mnoZenje.

Definicija 3.17 Neka je A € M, kvadratna matrica reda n. KaZemo da je matrica A=' € M,, inverzna
matrica matrice A ako vrijedi
AATT=ATTA=L

Uotimo da svi realni brojevi x € R (osim broja x = 0) imaju inverz x~! obzirom na mnoZenje.
Medutim, moZe se pokazati da postoje brojne matrice A koje nemaju inverznu matricu A~!, pa
uvodimo sljedece nazive.

Definicija 3.18 KaZemo da je kvadratna matrica A regularna ako ima inverznu matricu. U suprotnom
kazZemo da je matrica A singularna.

Zadatak 3.19 Neka su A, B € M,, reqularne kvadratne matrice. PokaZi da je tada (AB)~! = B~1A~L.
Sada se postavljaju sljedeca pitanja.
1. Kako znati je li kvadratna matrica A regularna?
2. Ako je kvadratna matrica regularna, kako odrediti njen inverz?

Da bismo odgovorili na ta pitanja, potrebno je najprije uvesti pojmove elementarnih transformacija
matrice, te potom determinante i ranga matrice.

3.4 Elementarne transformacije

U sljede¢im poglavljima transformirat éemo matrice do Zeljenog oblika (npr. do gornjetrokutaste
matrice), ali na na¢in da bitna svojstva matrice ostanu nepromijenjena. Transformacije kojima se
to postize bit ¢e nam jako vaZne, pa najprije definiramo te transformacije matrice.

Definicija 3.20 Elementarne transformacije matrice A su:
E1) zamjena dvaju redaka (ili dvaju stupaca),
E2) mnoZenje nekog retka (ili nekog stupca) skalarom razlicitim od 0,
E3) dodavanje nekom retku drugog retka (ili nekom stupcu drugog stupca) pomnoznog nekim skalarom.
Uo¢imo, dakle, da se elementarne transformacije mogu provoditi nad retcima i nad stupcima.

Definicija 3.21 Neka su A,B € My, ,,. KaZemo da su matrice A i B ekvivalentne (piSemo A~B) ako se
jedna iz druge mogu dobiti primjenom elementarnih transformacija konacno puta.

Zadatak 3.22 Za matricu

1 -2 2
A=|3 0 1
2 2 4

odredi njoj ekvivalentne matrice koje iz nje nastaju: a) zamjenom prvog i treceg retka, b) mnoZenjem drugog
retka brojem 2, c) dodavanjem treCem retku drugog retka pomnoZenog s —2.
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3.5 Determinante

3.5.1 Definicija determinante

Definicija 3.23 Neka je A = [a11] kvadratna matrica reda 1. Determinanta matrice A je broj det A defini-
ran s det A = |aj1| = aq1.

Definicija 3.24 Neka je
A= |f11 42
a1 422
kvadratna matrica reda 2. Determinanta matrice A je broj det A definiran s

a1 412

detA = = aq14dp2 — Aa12471.
a1 422

Zadatak 3.25 Izracunaj determinantu matrice A, ako je

2 -1
a)A=[-3],b)A= {5 3]

Determinante matrica reda viseg od dva definirat ¢emo induktivno, tj. determinantu reda n
definirat éemo kao zbroj n determinanti reda n — 1. Najprije trebamo uvesti sljedece pojmove.

Definicija 3.26 Neka je A = [a;j]n,n kvadratna matrica. Minora M;; elementa a;; matrice A je determi-
nanta matrice koja nastaje kad iz matrice A izbrisemo i—ti redak i j—ti stupac. Algebarski komplement

Ajj elementa a;; matrice A definiran je sa A;; = (—1)i+fMij.

Zadatak 3.27 Za matricu

1 -2 2
A=1(3 4 1
2 1 -1

odredi minore M1y i M3y, te algebarske komplemente Apy i Azp.

Definicija 3.28 Neka je A = [a;j|nn kvadratna matrica. Determinanta matrice A je broj det A definiran

s
n
detA = a;1An +apAp+...+a;,, A = Z ai]-Al-]- (razvoj po i—tom retku)
=1
ili pak sa
n
detA = ayjA1j +agjAgj + ... +ayjAy = Z ajjAjj. (razvoj po j—tom stupcu)
i=1

Razvoji pomocu kojih je definirana determinanta nazivaju se jos i Laplaceovi razvoji po retku ili
stupcu, te se moze pokazati da svi daju isti rezultat. Dakle, determinanta je dobro definirana.
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Primjer 3.29 Razvij determinantu matrice

a1 412 413
A= |ay axn ax3

431 4z 4as3
po proom retku.

Dokaz. Vrijedi

a1 d12 413
ay; axp axpg| = ap-(—1)
a3y 4azy 4ass

a1 a3
a1 ass

az a3
asy as3

a1 42| _
asz1 4z

1+1

+ap - (-2 +agz- (-1

= 411422433 — (11423432 — 412421433 + 412423433 + 413421432 — 213422431

[

Iz prethodnog primjera moZemo uoditi da se kod determinanti reda tri determinanta izracu-
nava kao suma 6 pribrojnika, svaki od kojih je umnozak tri elementa matrice, pri ¢emu se tri
pribrojnika zbrajaju, a tri oduzimaju. To nam daje jednostavnu shemu za izra¢unavanje matrica
reda 3 koja se naziva Sarrusovo pravilo, a koje kaZe da se determinanta matrice reda 3 moze izracu-
nati tako da se nadopiSu prva dva retka matrice kao Cetvrti i peti stupac, pa se zbroje umnosci
elemenata na prve tri glavne dijagonale, a potom oduzmu umnoSci elemenata na tri sporedne
dijagonale.

+ +  +F

a1 M2 413 | 411 412
a1 a2 a3 | A1 422
A31 4z 433 | 431 432

Zadatak 3.30 Zadana je matrica
1 0 -1
A=1|2 4 3
-3 -2 0

Odpredi determinantu matrice A razvojem: a) po drugom retku, b) po trecem stupcu.

3.5.2 Svojstva determinanti
Lako se vidi da determinanta ima sljedeca svojstva.
D1) Ako matrica A ima redak (ili stupac) koji se sastoji od samih nula, onda je det A = 0.
D2) Determinanta trokutaste matrice jednaka je umnosku elemenata na dijagonali.
D3) Ako matrica A ima dva jednaka retka (ili stupca), onda je det A = 0.
D4) Matrice A i AT imaju istu determinantu, tj. vrijedi det A = det AT.

D5) Ako se svi elementi nekog retka (ili stupca) matrice rastave na zbroj dvaju pribrojnika, onda
je determinanta te matrice jednaka zbroju determinanti odgovarajuc¢ih dviju matrica.
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Zadatak 3.31 Koristenjem svojstava determinante odredi det A, ako je

2
A= |2

o
ON =
Q1 = W

Determinanta ima i sljedece svojstvo.

Teorem 3.32 (Binet-Cauchy) Neka su A,B € M, dvije kvadratne matrice. Tada vrijedi det (AB) =
det A detB.

Zadatak 3.33 Koristeci Teorem Binet-Cauchy pokazi da je det(A~1) = (detA) ",

Konacno, posebno je vazno ponasanje determinante prema elementarnim transformacijama
koje izri¢emo sljede¢om propozicijom.

Propozicija 3.34 Neka je A kvadratna matrica. Ako je matrica B dobivena iz matrice A:
1. zamjenom dvaju redaka (ili dvaju stupaca), onda je detB = — det A;
2. mnoZenjem nekog retka (ili nekog stupca) skalarom A # 0, onda je det B = A det A;

3. dodavanje nekom retku drugog retka (ili nekom stupcu drugog stupca) pomnoznog nekim skalarom,
onda je det B = det A.

Dakle, elementarne transformacije ne ¢uvaju vrijednost determinante, ali zaklju¢ujemo da vri-
jedi sljeded¢i teorem.

Teorem 3.35 Nekasu A, B € M, dvije medusobno ekvivalentne kvadratne matrice. Tnda su determinante
tih matrica ili obje jednake nula ili obje razlicite od nula.

Dakle, sada se determinanta kvadratne matrice moze racunati tako da je elementarnim trans-
formacijama svedemo na gornjetrokutastu matricu, a onda determinantu odredimo po svojstvu
koje kazZe da je determinanta gornje trokutaste matrice jednaka umnosku elemenata na dijago-
nali. Takav nacin izra¢unavanja je puno efikasniji i brzi kad su u pitanju matrice viSeg reda, a mi
moZemo postupak ilustrirati rjeSavanjem determinante reda tri u sljedeéem zadatku.

Zadatak 3.36 Koristeci elementarne transformacije izracunaj det A, ako je

1 4 -1
A=1|2 6 1
-2 -5 0

3.6 Rang matrice

3.6.1 Definicija ranga

Definicija 3.37 Podmatrica matrice A je svaka matrica koja se iz matrice A moZe dobiti uklanjanjem bilo
kojih redaka i/ili stupaca.
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Nekoliko razli¢itih podmatrica opéenite matrice A € My, su

ar1 [@igl s [aie

ap1 dpp A3 dp4

11 412 413 414

Rt o> [l
7

a
a31 a3 Aa33 az4 31 a3y a33 az4

as3 g ay gl oy g

Definicija 3.38 Neka je A € My, matrica. Rang r(A) matrice A je red njezine najvece kvadratne
podmatrice kojoj je determinanta razlicita od nula.

ai3
a3
as3
41 G432 043

Zadatak 3.39 Odredi r(A), ako je

31 1 2

A=11 0 2 -1
21 -1 3
Mozemo zakljuciti da je vrlo mukotrpno odredivati rang matrice po definiciji, jer je potrebno

izracunati previSe determinanti. Medutim, jednu stvar moZemo vrlo lako zakljuditi ve¢ iz defini-
cije, a to je koliko r(A) najvise mozZe biti. Naime, obzirom da najveéa kvadratna podmatrica ma-
trice A € M, , ima red min {m, n}, o¢ito da za rang matrice A vrijedi r(A) < min {m,n}.

Zadatak 3.40 Koliki najvise moZe biti rang matrice A, ako je:

1 2 1 0 3 égg

a)A=13 3|,b)A=|-2 3 4,0 A=
7 0 6 0 5 4 31
120

3.6.2 Rang matrice u reduciranoj formi

Definicija 3.41 Neka je A € M, matrica. KazZemo da je matricni element a;j stoZer retka i, ako je to
prvi ne-nul element u tom retku.

Definicija 3.42 Neka je A € M, , matrica. KaZemo da je matrica A u reduciranoj formi ako vrijedi:
1. svi nul-retci (ako takvih ima) nalaze se iza ne-nul redaka,
2. stoZer svakog retka je strogo desno od stoZera prethodnog retka.

Zadatak 3.43 Ispitaj je li matrica A u reduciranoj formi, ako je:

- 15 1 6
2 1 00 -1 2
ﬂ)A:3_1, b)A: 7
0 o 02 3 3
L (00 0 5
(300 0 6 30 0 06
00000 00 -1 2 2
DA=1090303|" PA=]00 0 0 o0
(00005 (00 0 00

ObrazloZi odgovor.
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Ako je matrica u reduciranoj formi, te ima k redaka razli¢itih od nula, onda je determinanta
svake kvadratne podmatrice reda veceg od k jednaka nula jer mora sadrzavati redak sa samim
nulama, dok kvadratna podmatrica reda k ¢ija determinanta je razli¢ita od 0 sigurno postoji, to je
barem ona koja sadrZi retke i stupce u kojima se nalaze stoZeri. Ilustrirajmo to primjerom kvadrat-
nih podmatrica opéenite matrice A € M5 5 u reduciranoj formi koja ima k = 3 redaka razli¢itih od

nula
a13 a2 ais
az3 azs
0 , ass
0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

0
Zaklju¢ujemo dakle da vrijedi sljedeci teorem.

SO OO

0

Teorem 3.44 Neka je A matrica u reduciranom obliku. Rang r(A) matrice A jednak je broju ne-nul redaka
matrice A.

Dakle, rang matrica u reduciranoj formi se vrlo lako odreduje, dovoljno je samo baciti pogled
na matricu.

Zadatak 3.45 Ispitaj je li matrica A u reduciranoj formi, te ako jest odredi r(A), ako je:

1 1 -1 3 3 ~-1 2 51
a)A=]04 0 |(,DA=|0 3 0 [(,00A=]0 0 1
00 2 0 0 O 0 0 3

3.6.3 Rang opcenite matrice

Uocimo da vrseci elementarne transformacije nad recima (stupcima) matrice A, ujedno vrsimo te
iste transformacije na svim njenim podmatricama koje sadrze te retke (stupce). Primjerice, vrijedi

1 1 1
_ 3 0 111 0 N
A= 0 ~ 3 n " 6 orrr = A
2 -1 4 1 2 -1 4 1 2 -1 4 1

Dakle, ne samo da je matrica A ekvivalentna nastaloj matrici A’, nego su i sve njene podmatrice
ekvivalentne odgovaraju¢im podmatricama matrice A’. Obzirom da ekvivalentne (pod)matrice ili
obje imaju determinantu = 0 ili obje imaju determinantu # 0 (vidi Teorem [3.35), zaklju¢ujemo
da se elementarnim transformacijama nad matricom ne mijenja red najve¢e podmatrice ¢ija de-
terminanta je razli¢ita od nula, tj. ne mijenja se rang. Taj zaklju¢ak formalno izri¢emo sljede¢im
teoremom.

Teorem 3.46 Elementarne transformacije ne mijenjaju rang matrice.
Sada rang op¢enite matrice mozemo odredivati tako da:

1. elementarnim transformacijama svedemo matricu A na reduciranu formu (dobivamo neku
novu matricu A’ u reduciranoj formi);
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2. otitamo rang dobivene matrice A’ kao broj ne-nul redaka.

Ovaj postupak je valjan jer elementarne transformacije ne mijenjaju rang, pa je

r(A) =r(A").
Zadatak 3.47 Odredi rang matrice
1 2 0 2
A=1005 ;
-2 1 1 -12

3.6.4 Elementarne matrice

Elementarne transformacije E1, E2 i E3 nad matricom A € M,,, mogu se posti¢i tako da se
matrica A pomnoZi s lijeva matricom E to¢no odredenog oblika. Matrica E naziva se elementarna
matrica, a dobiva se iz matrice I, vrSenjem Zeljene elementarne transformacije nad njom.

Zadatak 3.48 Neka je

12 0 2
A=|0 3 5 1
1 3 -1 -1

Pronadi matricu E kojom je potrebno pomnoZiti s lijeva matricu A tako da mnoZenje rezultira: a) zamjenom
drugog i treceg retka u matrici A, b) mnoZenjem treceg retka matrice A skalarom 2, c) dodavanjem trecem
retku matrice A prvog retka prethodno pomnozenog s —1.

3.7 Inverzna matrica

Podsjetimo se, kad smo govorili o mnoZenju matrica uveli smo pojam inverza kvadratne matrice.
Preciznije, inverzna matrica kvadratne matrice A je definirana kao matrica A~! sa svojstvom

AAl=A"TA=1

Zatim smo uveli naziv regularna matrica za matricu koja ima inverz, te singularna matrica za
matricu koja nema inverz. Konac¢no, postavili smo dva pitanja:

e kako znati je li neka kvadratna matrica regularna (tj. ima li inverznu matricu),
e ako kvadratna matrica jest regularna, kako odrediti njenu inverznu matricu?
To nisu trivijalna pitanja, pa smo morali razviti teoriju o determinanti i rangu, prije nego sto

mozemo na njih odgovoriti. Sada kad smo uveli pojmove determinante i ranga, kona¢no mozemo
odgovoriti na ta pitanja.
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3.7.1 Determinantaiinverzna matrica

Sljedec¢i teorem nam daje kriterij za utvrdivanje regularnosti matrice.
Teorem 3.49 Kovadratna matrica A € M, je regularna ako i samo ako je det A # 0.

Da bismo za regularne matrice mogli iskazati formulu po kojoj se inverzna matrica izracunava,
najprije je potrebno uvesti pojam adjunkte matrice.

Definicija 3.50 Neka je A € M, kvadratna matrica, te neka je A = [Aif]nn matrica algebarskih

komplemenata matrice A. Matrica AT zove se adjunkta matrice A.

Sada se moze pokazati da vrijedi sljede¢i teorem.

Teorem 3.51 Neka je A € M, kvadratna matrica. Ako je A reqularna, onda je A=! = delt AKT.

Zadatak 3.52 Odredi (ako postoji) inverznu matricu matrice

A= [—22 _34].

Zadatak 3.53 Odredi (ako postoji) inverznu matricu matrice

2 1 -3
A=|0 -1 4
5 1 2

3.7.2 Rangiinverzna matrica

Zelimo utvrditi vezu izmedu ranga i regularnosti matrice. Najprije uo¢imo da elementarne trans-
formacije ne mogu promijeniti determinantu matrice iz 0 u broj razli¢it od 0 i obratno (vidi Teorem
.35). Obzirom da je matrica regularna ako i samo ako joj je determinanta razli¢ita od 0, zaklju¢u-
jemo da vrijedi sljede¢a lema.

Lema 3.54 Neka su A,B € M, medusobno ekvivalentne kvadratne matrice. Matrice A i B su ili obje
regularne ili obje singularne.

Nadalje, uo¢imo da je matrica u reduciranoj formi zapravo gornjetrokutasta matrica, pa joj je
determinanta jednaka umnosku elemenata na dijagonali. Dakle, matrica u reduciranoj formi ¢ée
imati determinantu razli¢itu od 0 ako i samo ako ima puni rang (svi elementi na dijagonali su

stoZeri). To formalno izri¢emo kao sljede¢u lemu.

Lema 3.55 Neka je A € M, kvadratna matrica u reduciranoj formi. Matrica A je reqularna ako i samo
ako ima puni rang (. r(A) = n).

Dakle, sada ove dvije leme moZemo saZeti u sljedeci teorem.

Teorem 3.56 Kvadratna matrica A € M, je reqularna ako i samo ako ima puni rang (tj. r(A) = n).
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Uo¢imo da nam ovaj teorem daje odgovor na prvo od dva postavljena pitanja, tj. daje nam
kriterij kojim pomoc¢u ranga matrice moZemo odgovoriti na pitanje je li matrica regularna. Pre-
ostaje odgovoriti na drugo pitanje, tj. kako pronaéi inverznu matricu A~! u slu¢aju kad matrica A
jest regularna. Taj odgovor nije dan u obliku formule, nego u obliku postupka kojim se odreduje
inverzna matrica. Taj postupak je sljedeci.

1) Formiramo matricu tipa n X 2n, u kojoj je u prvih n stupaca napisana matrica A, a u drugih
n stupaca jedini¢na matrica I,

a aip . A1p 1 0 0

an1 any N 27} 0 1 0
(AL ]=

a1 Ay ... agp |0 0 ... 01

2) Vrsimo elementarne transformacije nad matricom dok na lijevoj polovici ne dobijemo je-
dini¢nu matricu I, tj. dok ne dobijemo matricu oblika

[L.|B],
ili dok s lijeve strane ne dobijemo nul-redak.

3) Ako smo s lijeve strane uspjeli dobiti matricu I,;, onda je matrica A regularna i vrijedi A~ =
B. Ako smo pak s lijeve strane dobili nul-redak, onda matrica A nema puni rang, pa je sin-
gularna i nema inverz.

Ovakav postupak eliminacije naziva se Gauss-Jordanova eliminacija. Obrazlozimo ukratko zasto
ovaj postupak uistinu rezultira inverznom matricom. Naime, ve¢ smo pokazali da se elementarne
transformacije mogu prikazati kao matri¢no mnozenje, pa mi ovim postupkom radimo sljedece

[A|L ] = [EBA|EL |=[ BEA | EEL |=...=
= [ Bx---EEA | Er---E:Eql, |.

Ako smo s lijeve strane uspjeli dobiti jedini¢nu matricu, to znaci da je
B B EIA =1,
N———
A1

pa matrica Ej - - - EoEq udovoljava definiciji inverzne matrice od A. Uo¢imo da smo s desne strane
dobili upravo tu matricu jer je Ey - - - E;E1I,, = Eg - - - EpEy.

Zadatak 3.57 Gauss-Jordanovom eliminacijom odredi A1, ako je:
1 2 =2 1 -1 4

a)A=1[3 -1 1]|,hHA=1|2 -3 1
-2 0 1 6 —10 —4
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3.8 Linearna (ne)zavisnost matrica

3.8.1 Definicija linearne nezavisnosti

Sli¢no kao i kod vektora, i za matrice se moZe definirati pojam linearne nezavisnosti. Najprije
definiramo linearnu kombinaciju matrica.

Definicija 3.58 Neka su Ay, ..., A, matrice istog tipa. Linearna kombinacija matrica Ay, Ay, ..., Ay
je svaka matrica oblika

AMAT+ A+ o+ ALA,
pri Cemu su Ay, Ay, . .., Ay realni brojevi.

Zadatak 3.59 Napisi (barem) dvije razli¢ite linearne kombinacije matrica A, B i C, ako je

e[ -]

Definicija 3.60 Neka su Ay, ..., A, matrice istog tipa. KaZemo da su matrice A1, Ay, ..., Ay linearno
nezavisne ako
MAT+F MDA+ ..+ AA, =0= A=A =...=A, =0.

Pojasnimo malo ovu definiciju. Dakle, pitamo se kad je linearna kombinacija nekih matrica
A, Ay, ..., A, jednaka nul-matrici. Jedna moguénost je trivijalna linearna kombinacija, tj. kombi-
nacija u kojoj su svi koeficijenti A; jednaki nula, i ta kombinacija uvijek postoji. Pitanje je postoji
li netrivijalna kombinacija koja daje nul-matricu. Ako ne postoji onda su matrice Ay, Ay, ..., Ay
linearno nezavisne, a ako postoji onda su matrice Aj, Ay, ..., A, linearno zavisne i u tom slucaju
se bar jedna od njih moZe prikazati da zavisi o preostalima.

Zadatak 3.61 Odredi linearnu kombinaciju 2A 4 3B — C ako je

[ [ - f]

Sto iz toga zakljucujes o linearnoj nezavisnosti matrica A, B i C?

3.8.2 Linearna (ne)zavisnost redaka ili stupaca u matrici

Prisjetimo se da se matrica moze shvatiti kao da je sastavljena od matrica redaka ili od matrica
stupaca, pa se mozZe razmatrati pitanje linearne nezavisnosti redaka ili stupaca u matrici. Uo¢imo
da za kvadratnu matricu A € M, u kojoj je primjerice zadnji redak redak linearna kombinacija
prva dva retka, vrijedi

an ain ce a1y
an az . ary
detA = ) . . =
Aaqp + uan Aapp + uax ... Aay, + Udzy
air aip ... dip air aip ... dip
az1 dyp ... dyn az1 dyp ... dyn
= A|. . RESA . . |=0

a1 412 ... Ap ar1 4 ... A4z
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Zaklju¢ujemo da opcenito vrijedi sljedeci teorem.
Teorem 3.62 Refci (stupci) kvadratne matrice A € M, su linearno nezavisni ako i samo ako je det A # 0.

Osim pomoéu determinante, linearnu zavisnost redaka u matrici moZemo ispitivati i pomoéu
ranga. Naime, uo¢imo da za matricu A € M, , u kojoj je primjerice zadnji redak linearna kombi-
nacija prva dva retka, vrijedi

a ain . a1n
a1 az e Aoy
A ~ ~
(Aar +pax Aaip +paxp ... Ay, + paoy,
al ain e a1y a1 a1 ... Aip
an 7)) ce Aoy ay1 dyp ... dypn ,
~ . i i ~ . i i =A
pay pay ... pay,| Rn— AR 0 0 ... 0] Ra—pRe

Dakle, ako je neki redak u matrici A linearna kombinacija preostalih redaka, onda je matrica A
ekvivalentna matrici A’ u kojoj je taj redak popunjen nulama. Zaklju¢ujemo da opéenito vrijedi
sljedeci teorem.

Teorem 3.63 Broj linearno nezavisnih redaka (odnosno stupaca) matrice A € My ,, jednak je rangu r(A)
te matrice.

Uo¢imo sada da za kvadratnu matricu A reda n vrijedi: matrica A je regularna ako i samo ako
detA # 0, nadalje det A # 0 ako i samo ako su retci matrice A linearno nezavisni, te kona¢no
retci matrice A su linearno nezavisni ako i samo ako je 7(A) = n. Zaklju¢ujemo da vrijedi sljedeci
korolar.

Korolar 3.64 Kvadratna matrica A € M, je regularna ako i samo ako ima puni rang (tj. r(A) = n).

Uo¢imo da je rang "mo¢niji" alat za ispitivanje linearne nezavisnosti redaka (odnosno stupaca)
u matrici iz dva razloga:

1. pomocu ranga se moZe ispitivati linearna nezavisnost redaka (ili stupaca) u matrici bilo kojeg
tipa, dok se pomoc¢u determinante to moZze raditi samo za kvadratne matrice,

2. rang nam kaZe to¢an broj linearno nezavisnih redaka (ili stupaca) u matrici, dok nam deter-
minanta kaZe samo jesu li svi retci (ili stupci) nezavisni ili nisu.

Zadatak 3.65 Ispitaj jesu li retci matrice A linearno nezavisni, ako je

1 2 0
A=|3 3 2
1 2 =2

Zadatak 3.66 Odredi broj linearno nezavisnih stupaca u matrici A, ako je

1 2 0 3
A=12 1 2 -1
1 -1 2 —4
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Poglavlje 4

Sustavi linearnih jednadzbi

4.1 Osnovni pojmovi

Definicija 4.1 Linearna jednadzba sa n € IN nepoznanica je svaka jednadzba oblika
a1x1 + axxo 4+ ...+ azx, =b

pri cemu su a; € R realni koeficijenti, dok je b € R slobodni ¢lan.

Akojen < 3, onda se nepoznanice u jednadzbi ¢esto oznacavaju sa x, i, z umjesto sa x1, X i x3.
Geometrijski interpretirano, linearna jednadzba sa:

e dvije nepoznanice predstavlja pravac u ravnini (npr. 2x — y = 5),
e tri nepoznanice predstavlja ravninu u prostoru (npr. x +y +z = 1).

JednadZbe sa viSe od tri nepoznanice se ne mogu geometrijski interpretirati, jer one predstavljaju
tzv. hiperravnine u hiperprostoru (radi se o prostorima dimenzije vece od 3).

Definicija 4.2 RjeSenje linearne jednadzbe ayx1 + axxp + ...+ anxy, = bsan € IN nepoznanica je svaka
uredena n—torka (x1,...,x,) € R" &ije koordinate zadovoljavaju tu jednadZbu.

Zadatak 4.3 Ispitaj jesu li:

1. tocke (1,2) i (0,2) rjesenja jednadzbe 2x +y = 4,

2. tocke (0,0,2) i (1,1,0) rjesenje jednadzbe x +y + 2z = 2,
te geomtrijski interpretiraj odgovor!

Kod jednadZbe sa dvije nepoznanice, uredeni par (x,y) € IR? se interpretira kao proizvoljna
tocka ravnine, pri ¢emu:

e par (x,y) jest rjeSenje linearne jednadzbe ako totka T'(x,y) lezi na pravcu kojeg jednadzba
predstavlja,

53
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e par (x, ) nije rjeSenje linearne jednadzbe ako totka T'(x, ) ne lezi na pravcu kojeg jednadzba
predstavlja.

Kod jednadZbe sa tri nepoznanice, uredeni par (x,y,z) € R? se interpretira kao proizvoljna
toc¢ka prostora, pri cemu:

e par (x,,z) jest rjeSenje linearne jednadzbe ako totka T(x, y, z) leZi na ravnini koju jednadzba
predstavlja,

e par (x,y,z) nije rjeSenje linearne jednadZbe ako tocka T(x,y,z) ne lezi na ravnini koju jed-
nadzba predstavlja,

Definicija 4.4 Neka su m,n € IN. Sustav m linearnih jednadZbi sa n nepoznanica je svaki sustav

oblika
anxi +apxy + ...+ ayx, = b
a» X1+ axnxy + ...+ ayxy, = by
. 4.1)

A1 X1 + Ap2X2 + oo+ A Xy = by

pri emu su a;; € R realni koeficijenti za svakii = 1...,mij=1,...,n,dok je b; € R slobodni ¢lan za
soakii=1...,m.

Definicija 4.5 RjeSenje sustava m linearnih jednadzbi sa n nepoznanica je svaka uredena n—torka (x1,...,x,) €
IR" koja je rjesenje svake jednadZbe sustava.

Zadatak 4.6 Rijesi sustav, te geometrijski interpretiraj riesenje, ako je

a) 3x—y=1, b 2x+y=4 , ¢ 2x+y=+4
2x+y =4 4x+2y =8 dx+2y =4

Uocimo sljedece, ako jednadzbe u sustavu imaju dvije nepoznanice, onda se radi o pravcima u
ravnini, a broj jednadzbi je broj pravaca. Dakle, sustav:

e dvije jednadzbe sa dvije nepoznanice se interpretira kao dva pravca u ravnini (vidi Sliku

)

e trijednadzbe sa dvije nepoznanice se interpretira kao tri pravca u ravnini (vidi Sliku[4.2),
e m jednadZbi sa dvije nepoznanice se interpretira kao m pravaca u ravini.

Nadalje, ako jednadZbe u sustavu imaju tri nepoznanice, onda se radi o ravninama u prostoru, a
broj jednadzbi je broj ravnina. Dakle, sustav:

e dvije jednadzbe sa tri nepoznanice interpretira kao dvije ravnine u prostoru (vidi Sliku[4.3),
e trijednadzbe sa tri nepoznanice interpretira kao tri ravnine u prostoru (vidi Sliku [4.4),
e m jednadzbi sa tri nepoznanice interpretira kao m ravnina u prostoru.

Sustav sa viSe od tri nepoznanice ne moZemo vizualizirati jer se radi o tzv. hiperravninama u
hiperprostoru, tj. prostoru ¢ija dimenzija je veéa od 3.



4.1. OSNOVNI POIMOVI

jedinstveno rjeSenje | jednoparametarsko rjeSenje nema rjeSenja

Slika 4.1: Geometrijska interpretacija sustava 2 linearne jednadzbe sa 2 nepoznanice.

jedinstveno rjeSenje jednoparametarsko rjeSenje

>< X

nema rjeSenja

XN\

Slika 4.2: Geometrijska interpretacija sustava 3 linearne jednadZbe sa 2 nepoznanice.

jednoparametarsko rjeSenje | dvoparametarsko rjeSenje nema rjesSenja

Ady AW
V

Slika 4.3: Geometrijska interpretacija sustava 3 linearne jednadzbe sa 3 nepoznanice.
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jedinstveno rjeSenje jednoparametarsko rjeSenje dvoparametarsko

T

x5 = £

Slika 4.4: Geometrijska interpretacija sustava 3 linearne jednadZbe sa 3 nepoznanice.

4.2 RjeSavanje opcenitog sustava

Uo¢imo da se opceniti sustav m linearnih jednadZbi sa n nepoznanica (4.1) moze zapisati u obliku
matri¢ne jednadzbe

ai aip . a1n X bl
a; Axp ... A ' by
N - . 7
Xn
aAml Am2 -+ Qmn by,

ili kra¢e sa A - x = b, pri ¢emu je A matrica koeficijenata, x vektor nepoznanica, te b vektor slo-
bodnih ¢lanova. Da je ovakva matri¢na jednadzba uistinu ekvivalentna sustavu slijedi iz definicije
mnoZenja i jednakosti matrica. Naime, matrice A i x su ulan¢ane jer je A tipa m x n, dok je x tipa
n X 1, te kao rezultat mnoZenja nastaje matrica A - x koja je tipa m x 1. Dakle, dobivamo matri¢nu
jednadzbu

a1 xy +apxy +...+a1ux, b
Ax1X1 + ax»Xy + ...+ ay Xy by

Ap1X1 + Ap2X2 + ..« + AmnXn by
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1z definicije jednakosti matrica slijedi da su ove dvije matrice jednake ako i samo ako su im jednaki
odgovarajuéi elementi, tj. ako vrijedi

a11X1 + axp + ...+ a1xn = by
ay1X1 + axnxy + ...+ axy,x, = by
Am1X1 + Am2X2 + '- co A Xn = by
§to je upravo sustav m linearnih jednadzbi sa n nepoznanica (1)
Zadatak 4.7 Zapisi matricno sustave:
X1 +4xy —2x3 =1

b) 3x1—5x+x3=3 .
2x1 +2xp +4x3 = —1

2x1+3x —x3=0

) Sl —xy — Ay =4’

Sada moZemo razmatrati pitanje kako rjesiti sustave linearnih jednadzbi primjenom matri¢nog
ra¢una. Najprije nam je potreban pojam prosirene matrice sustava.

Definicija 4.8 Neka je sustav m linearnih jednadzbi sa n nepoznanica prikazan matricno sa A - x = b.
Tada se prosirena matrica sustava definira sa

a1l aip e aA1n bl

an az ce Aoy bz
Ap=[A|b]= :

Al A2 .- Amn | bm

Uoc¢imo da sljedece transformacije sustava ne mijenjaju sustav (tj. njegovo rjeSenje):
e zamjena dviju jednadZbi,
e mnoZenje neke jednadZzbe sustava brojem razli¢itim od nula,

¢ dodavanje nekoj jednadzbi sustava druge jednadzbe prethodno pomnozene nekim brojem.

Lako se vidi da ovim transformacijama sustava odgovaraju elementarne transformacije nad
retcima matrice A . Sada dakle moZemo zakljuciti sljedece.

Definicija 4.9 KaZemo da su sustavi linearnih jednadzbi ekvivalentni ako imaju ekvivalentne proSirene
matrice sustava.

Teorem 4.10 Ekvivalentni sustavi imaju isto rjeSenje.

Sada dakle problem karakterizacije rjeSenja sustava, te rjeSavanja sustava, mozemo svesti na
karakterizaciju rjeSenja i rjeSavanje ekvivalentnog sustava koji je u najpogodnijoj formi.

Definicija 4.11 KaZemo da je sustav linearnih jednadzbi reduciran, ako mu je proSirena matrica u reduci-
ranoj formi.
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Analiziranjem odnosa broja jednadzbi i nepoznanica u reduciranom sustavu, moZe se pokazati
da vrijedi sljedeci teorem.

Teorem 4.12 (Kronecker-Capelli) Neka je sustav m linearnih jednadzbi sa n nepoznanica prikazan ma-
tricno sa A -x = b. Sustav A -x = b ima rjeSenje ako i samo ako je r(A) = r(Ap). Za sustav koji
ima rjesenje vrijedi: ako je r(A) = n onda je rjeSenje jedinstvano, a ako je r(A) < n onda je rjesenje
parametarsko sa n — r(A) parametara.

Uo¢imo da ovaj teorem daje odgovor na pitanja o postojanju i karakteru rjeSenja. Preostaje
odgovoriti na pitanje kako najlakse rijesiti sustav koji ima rjesenje. Obzirom da proizvoljni sustav
ima isto rjeSenje kao njemu ekvivalentan reducirani sustav, te obzirom da se reducirani sustav lako
rjesi rjeSavanjem od zadnje jednadZbe prema prvoj, zaklju¢ujemo da se sustavi mogu elegantno
rije$iti sljede¢im postupkom koji se naziva Gaussova metoda eliminacije.

Postupak rjeSavanja sustava Gaussovom metodom eliminacije sastoji se od sljedecih koraka:

1) Gaussovom eliminacijom prosirene matrice sustava, sustav se svede na njemu ekvivalentan
reducirani sustav,

2) primjenom Teorema Kronecker-Capelli diskutira se postojanje i karakter rjeSenja,

3) pronade se rjeSenje reduciranog sustava rjeSavanjem od zadnje jednadzbe prema prvoj.

Prije nego sto ilustriramo ove pojmove konkretnim primjerima, korisno je uvesti naziv za jednu
specifi¢nu vrstu sustava, te vezu rjeSenja takvog sustava i opéenitog sustava.

Definicija 4.13 KaZemo da je sustav m linearnih jednadZbi sa n nepoznanica homogen ako je oblika
a1x1 +apxy 4+ ...+ apx, =0,
ar1X1 + a»xs + ...+ axyx, =0,
A X1 + ampXo + ...+ apnxy = 0.

U suprotnom kaZemo da je sustav nehomogen.

U matri¢nom zapisu, homogenom sustavu odgovara matri¢na jednadZba A - x = 0. Uo¢imo da
homogeni sustav uvijek ima barem jedno rjesenje - ono trivijalno x; = x, = ... = x,; = 0. Jedino
pitanje je da li je to trivijalno rjeSenje jedino rjesenje sustava, ili sustav ima i drugih rjeSenja. Vaznu
informaciju o odnosu rjeSenja nehomogenog i rjeSenja pripadnog homogenog sustava daje sljede¢i
teorem.

Teorem 4.14 Rjesenje sustava A - x = b je oblika
X = Xp, + Xp

pri Cemu je x;, rjeSenje pripadnog homogenog sustava A - x = 0, dok je x, jedno partikularno rjeSenje
nehomogenog sustava A - x = b.
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Zadatak 4.15 Gaussovom metodom eliminacije rijesi sustav

x1+4xp +2x3 =4
—X1 —ZXZ —3X3 =-1
2x1 +5xp +4x3 =5

Zadatak 4.16 Gaussovom metodom eliminacije rijesi sustav

X1 —2xp—x3=23
—x1+3xp +4x3 = -2
3X1 —SXZ =10

Zadatak 4.17 Gaussovom metodom eliminacije rijesi sustav

X1 +3xy —2x3 =4
2x1 +4x2 +x3 = -1
3x1+7xp —x3=0

4.3 Regularni kvadratni sustavi

Ponekad su nam od posebnog interesa sustavi A - x = b koji imaju jednak broj jednadzbi i nepoz-
nanica. Obzirom da je matrica koeficijenata A takvog sustava kvadratna, takve sustave ¢emo
nazivati kvadratnim linearnim sustavima. Uoc¢imo, ako je matrica A sustava regularna, onda ta
matrica ima puni rang, pa u Gaussovoj eliminaciji dobijemo r(A) = r(A,) = n, §to znaci da takav
sustav ima jedinstveno rjeSenje. A vrijedi i obrat, pa vrijedi sljedeéi teorem.

Teorem 4.18 Neka je A - x = b kvadratni sustav linearnih jednadzbi. Sustav A - x = b ima jedinstveno
rjesenje ako i samo ako je matrica sustava A reqularna.

Uoc¢imo, kvadratni sustav A - x = b kod kojeg je matrica A singularna ili nema rjeSenje ili ima
beskona¢no mnogo rjeSenja (tzv. parametarsko rjeSenje). Kvadratne sustave A - x = b kod kojih je
matrica A regularna nazivat ¢emo kvadratnim regularnim sustavima.

4.3.1 Rjesavanje matri¢ne jednadzbe

Teorem 4.19 Neka je A - x = b regqularni kvadratni sustav. Tada sustav A - x = b ima jedinstveno rjesenje
ivrijedix = A1 b.

Naglasimo jo$ jednom da se rjeSavanjem matri¢ne jednadZbe mogu rijesiti samo kvadratni
sustavi kojima je matrica sustava regularna.

Zadatak 4.20 Rjesavanjem odgovarajuce matricne jednadzbe rijesi sustav:
a) X1+2x% =1, b) xy+2x—2x3=2, ¢) x+2x=2.

2x1 +3xp +x3 =2 3x1+x3=4 3x1+x=1
—2x1 —7xp+4x3 =0 4x1+2xp —x3 =4 4x1+2x =1
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4.3.2 Cramerovo pravilo

Iz Teorema moZe se izvesti Cramerovo pravilo za izra¢unavanje svake pojedine nepoznanice.
U sustavu A - x = b ozna¢imo

a ... (11]' ... A1p a ... bl ce. A1p
a» ... azj ... Adopy a» ... bz ... Qo

D =detA=| | . o[ D= . . .y
ay1 .- bn] ... Oun ay1 ... bn oo Apn

tj. D oznatava determinantu matrice koeficijenata A, dok D; oznacava determinantu matrice koja
se dobije iz matrice A tako da se j—ti stupac zamijeni stupcem slobodnih ¢lanova b.

Teorem 4.21 (Cramerovo pravilo) Neka je A - x = b regqularni kvadratni sustav. Tnda sustav A-x = b
ima jedinstveno rjeSenje, a komponente tog rjesenja se izracunavaju po formulama

X1 = D1 Xy = D2 Xp = D

1_D/ Z_D/"'/ I’l_D~

Naglasimo jo$ jednom da se Cramerovim pravilom mogu rijesiti samo kvadratni sustavi kojima
je matrica sustava regularna.

Zadatak 4.22 Cramerovim pravilom rijesi sustav:
a) X14+2x =1, b) x14+2x—2x3=2, ¢ x1+2x=2.

2x1+3xp+x3 =2 3x1+x3=4 3x1+x =1
—2x1 —7xp+4x3 =0 4x1+2xp —x3 =4 4x1+2xp =1



Poglavlje 5

Vektorski prostori

U ovom poglavlju cilj nam je objediniti teoriju o vektorima i teoriju o matricama. To se postiZe
uvodenjem opcenitog pojma vektorskog prostora, te uo¢avanjem da i prostor vektora i prostori
matrica udovoljavaju toj opéenitoj definiciji vektorskog prostora.

5.1 Definicija vektorskog prostora

Najprije ¢emo izreéi definiciju vektorskog prostora, a zatim ¢emo tu definiciju ilustrirati primjer-
ima najpoznatijih vektorskih prostora.

Definicija 5.1 Uredena trojka (X, +, ) koja se sastoji od nepraznog skupa X i dviju operacija

+ : Xx X — X (zbrajanje vektora)
R x X — X (mnoZenje vektora sa skalarom)

naziva se vektorski prostor ako vrijede sljedeca svojstva:
VP1)
VP2)
VP3)

Vx,y € X) x+y=y+x (komutativnost),
Vx,y,z € X) x+ (y+2z)=(x+y)+z (asocijativnost),
30 € X) (Vx € X) 0+ x = x (postojanje neutralnog vektora),

Vp5)
VP6)
VP7)

(

(

(
VP4) (Vx € X) (3X € X) x+x' = x' + x = 0 (postojanje suprotnog vektora),

(Va, B € R) (Vx € X) a(Bx) = (ap)x (kompatibilnost mnoZenja),

(Va € R) (Vx,y € X) a(x+y) = ax+ay (distributivnost prema zbrajanju u X),

(Va, B € R) (Vx € X) (a+ B)x = ax + Bx (distributivnost prema zbrajanju u R),
VP8) 1-x = x (netrivijalnost mnoZenja).

Pojam vektorskog prostora apstrahira bitna svojstva prostora vektora definiranih u provom
poglavlju, te moZemo uo¢iti da osim tih prostora, definiciji vektorskog prostora udovoljavaju i
skupovi brojinih drugih objekata.
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Primjer 5.2 Neki najpoznatiji vektorski prostori su sljedeci.

1. Skupovi V', V2 i V3 vektora na pravcu, u ravnini i u prostoru redom su vektorski prostori uz stan-
dardne operacije zbrajanja vektora i mnoZenja vektora sa skalarom. Nazivamo ih klasi¢nim vek-
torskim prostorima.

2. Skup matrica My, , je vektorski prostor uz standardne operacije zbrajanja matrica i mnoZenja matrica
skalarom.

3. Skup R" = {(x1,...,%n) : x; ER zai=1,...,n} jevektorski prostor uz operacije
(x1, .o x0) + (X, x) = (4. xa+x),
A-(xg,.o,0) = (Axg,..., Ax,).
4. Skup Py svih polinoma stupnja manjeg ili jednakog n je vektorski prostor uz operacije

(xut" + .+ xt+x0) + (" + . Xt x)) = (xn X)L+ (x + x)E+ (x0 + x0),
At + ..+ xit+x0) = Axpt" ...+ Axqt+ Axg.

Prostor svih polinoma P je takoder vektorski prostor uz iste operacije.

5. Skup F = {f : [a,b] — R} svih realnih funkcija definiranih na intervalu [a, b] je vektorski prostor
uz operacije

(f+8)(x) f(x) +8(x),
AfN)(x) = Af(x).

Da bismo pokazali da su svi prostori navedeni u prethodnom primjeru uistinu vektorski pros-
tori, bilo bi potrebno pokazati da operacije zbrajanja i mnoZenja skalarom udovoljavaju svojstvima
VP1-VP8 iz definicije vektorskog prostora.

Zadatak 5.3 Pokazi da u prostoru R® operacija: a) zbrajanja ima svojstvo asocijativnosti, b) mnoZenja sa
skalarom ima svojstvo distributivnosti prema zbrajanju u R>.

Zadatak 5.4 PokaZi da u prostoru Py operacija: a) zbrajanja ima svojstvo komutativnosti, b) mnoZenja sa
skalarom ima svojstvo kompatibilnosti mnoZenja.

5.2 Linearno nezavisni vektori
Definicija 5.5 Neka je X vektorski prostor, x1, ..., x, € X vektori, te A1,..., Ay € R brojevi. Vektor

Axy 4. Auxy

naziva se linearna kombinacija vektora xy,...,x; € X.
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Definicija 5.6 Neka je X vektorski prostotr, x1,...,x, € X vektori. KaZemo da su vektori xq,...,Xn
linearno nezavisni ako iz
)L1X1+...+/\nxn =0

slijedi da je
AM=...=A,=0.
U suprotnom kaZemo da su vektori xq, . .., X, linearno zavisni.
Pojasnimo malo definiciju linearne nezavisnosti. Uo¢imo da jednakost
)\1X1+...+/\nx;1 :0
sasvim sigurno vrijedi za A; = ... = A, = 0. Taj odabir koeficijenata naziva se trivijalnim. No,
postavlja se pitanje je li taj trivijalni odabir koeficijenata jedini koji u linearnoj kombinaciji daje

nulu. Ako je jedini, onda kazemo da su vektori xi, ..., X, linearno nezavisni, a ako nije jedini
(nego postoji i jos neki netrivijalni) onda su vektori xy, . . ., x;; linearno zavisni.

5.3 Vektori generatori

Najprije definiramo pojam vektorskog potprostora prostora X.

Definicija 5.7 Neka je X vektorski prostor, te neka je W C X neki podskup vektora iz X. KaZemo da je
W vektorski potprostor prostora X ako je i sam vektorski prostor uz iste operacije s vektorima koje su
definirane u X.

Postavlja se pitanje pod kojim uvjetima je neki podskup W C X ujedno i potprostor. Svojstva
VP1-VPS8 ¢e sigurno vrijediti, jer vrijede i u "Sirem" skupu X, ali se moZe dogodit da zbroj dva ele-
menta skupa W ne bude viSe u skupu W. Isto tako, moZe se dogodit da umnozak nekog elementa
iz W nekim skalarom, ne bude vise element W. Ako se to ne dogada, onda je W sigurno potprostor
od X, tj. vrijedi sljede¢i teorem.

Teorem 5.8 Neka je X vektorski prostor. Skup W C X je vektorski potprostor prostora X ako i samo ako za
svaki x,x' € Wi A € R vrijedi

x+x' € W (zatvorenost na zbrajanje),
Ax € W (zatvorenost na mnoZenje sa skalarom).

Par uvjeta zatvorenosti za zbrajanje i zatvorenosti na mnoZenje sa skalarom ekvivalentan je
uvjetu da za svaki x, X' € WizasvakiA, ¢ € R mora vrijediti

Ax+ ux' € W.

Kao posljedica sljedeceg teorema vrijedi: ako je W potprostor od X, onda nul-vektor 0 mora biti
sadrzanu W.

Zadatak 5.9 Odgovori na sljedeca pitanja, te obrazloZi odgovor.

1. Je li skup Gs svih gornjetrokutastih kvadratnih matrica reda 3 potprostor prostora M3?
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2. Je li skup svih dijagonalnih matrica reda n potprostor od M,?

3. Je li skup svih regularnih kvadratnih matrica reda n matrica potprostor od M,,?
4. Je li skup svih polinoma samo s parnim potencijama potprostor od Pp?

5. Je li skup svih polinoma samo s neparnim potencijama potprostor od Py?

Neka je sada xi,...,x, € X skup bilo kojih vektora iz X. Definiramo skup svih linearnih
kombinacija vektora xy, ..., Xy sa

L(x1,...,%) = {Mx1 + ...+ Apxp : A € R} C XL
Skup L(xy,...,X) je zatvoren na zbrajanje jer vrijedi
(Mxq + oo Apxn) + (X1 + oo+ xn) = (A +p)xa + o4+ (A +1,)%0 € L(Xq, ..., Xn),
a zatvoren je i na mnoZenje sa skalarom jer vrijedi
w(Axq 4 .o+ Auxn) = (pA1)X1 4 ...+ (HAR)Xn € L(Xq, ..., Xn),
paje L(xq,...,xn) potprostor prostora X.

Definicija 5.10 Neka je X vektorski prostor, te xq,...,x, € X vektori. Potprostor L(x1, ..., Xy) prostora
X naziva se potprostor prostora X generiran vektorima xy, ..., Xy, a vektorixq, . .., X, nazivaju se vektori
generatori prostora L(xy, ..., Xy).

Uzmimo za primjer klasi¢ni vektorski prostor V3. Za prostor V3 vrijedi:
e akoje @ € V° neki ne-nul vektor, onda je

L(d)={aad :aeR}=L(7,3a)=L(a,37,-37);

e akosu @, 7 € V3 dva linearno nezavisna vektora, onda je
L(7,b) = {047 +pb :aq,peR} =
= L(7,0,20)=L(7,b,2a,-1b)=L(a,b,2a,-1b,37 +50);
e akosu @, 7, ¢ € V8 tri linearno nezavisna vektora, onda je
L(7,5,T) = {a@+Bb +9T :a,pyER} =
- (7,0, T, 20— b+ C)=L(a,b,T,2a— b +7C,2b +37C) =
Vs,

Uotimo da je u prethodnom razmatranju L(@’) prostor svih vektora koji leZe na pravcu kroz
_—
ishodiste, razapetom vektorom @', Takoder, L(@’, b ) je prostor svih vektora koji leZeu ravnini

2,
b.

koja prolazi ishodistem, a razapeta je vektorima a i b . Kona¢no, prostor L( a’, b, c') je jednak
prostoru V3.

Uo¢imo da skupu generatora moZemo dodavati vektore, ali oni neée prosiriti generirani pros-
tor L ako su linearno zavisni od postojecih generatora. Tek dodavanjem linearno nezavisnih gener-
atora, prostor L se progiruje. Zelimo pronaéi najmanji skup generatora koji generira cijeli vektorski
prostor X, a takav skup nazivat éemo bazom prostora X. Skup generatora ¢e pri tom biti najmanji

moguci, ako su generatori linearno nezavisni.
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5.4 Baze vektorskih prostora

Definicija 5.11 Neka je X vektorski prostor, teey, ..., e, € X vektori. Kazemo da je skup B = {eq,...,en} C
X baza prostora X ako su vektori eq, ..., ey, linearno nezavisni i ako generiraju cijeli prostor X.

Neformalnije re¢eno, baza vektorskog prostora je najmanji skup vektora koji generira cijeli
vektorski prostor. Cinjenica da vektori baze B = {e, ..., e, } generiraju cijeli vektorski prostor X
znaci da se svaki vektor x € X moZe prikazati kao linearna kombinacija vektora baze, tj. za svaki
x € X vrijedi

X = x1e1 + xoer + ...+ xpey.

I'to je ¢injenica na koju ¢emo se jako oslanjati i pozivati u daljnjem razmatranju. Nadalje, vektorski
prostor moZe imati vise razli¢itih baza (primjerice, svaki skup tri linearno nezavisna vektora u V3
je baza od V3), pa Zelimo utvrditi §to povezuje razli¢ite baze istog prostora. U tu svrhu, najprije
uvodimo sljede¢u definiciju.

Definicija 5.12 Neka je X vektorski prostor. Dimenzija dim X vektorskog prostora X je najveci broj
linearno nezavisnih vektora prostora X.

Teorem 5.13 Neka je X vektorski prostor. Svake dvije baze vektorskog prostora X imaju isti broj elemenata.
Taj broj je jednak dimenziji prostora X.

Iako vektorski prostor ima mnos$tvo razli¢itih baza, najéesce se u prostoru istakne jedna baza
koja se naziva standardna ili kanonska.

Primjer 5.14 Standardne baze i dimenzije nekih najCesée koristenih vektorskih prostora su sljedece.
1. Standardna baza prostora V3 je {i,,k}, pa je diim V3 = 3.

2. Standardna baza prostora My, je skup {Ei,j ci=1,...,mj=1,...,n}, pricemu je Ejj matrica
dobivena iz nul-matrice stavljanjem broja 1 umjesto 0 na poziciji ij. Obzirom na broj matrica Ej;
slijedi da je dim M, = mn. Primjerice, baza prostora My je

o olo ol ol S

a dimenzija je dim My, = 4.

3. Standardna baza prostora M,, 1 je

1 0 0
0 1 0

{ 7 : TR }/
0 0 1

pa je dim M, 1 = n. Posve analogno vrijedi za prostor M .
4. Standardna baza prostora R" je {e1, ey, ..., e}, pri Cemu je
e1 = (1,0,...,0), e; = (0,1,...,0), ...,e; = (0,0,...,1),

pa je dimR" = n.
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5. Standardna baza prostora Py je {1,t,t2,...,t"}, paje dim P, = n + 1.

Zadatak 5.15 Moze li skup S biti skup linearno nezavisnih vektora, ako je:a) S={'a’, b, ¢, d } C V3,

b)S={A,B,C} C Mjyc)S={ab,c} C R%? Obrazlozi odgovor.

Obzirom da vektori baze B = {ey, ..., e,} generiraju vektorski prostor X, to zna&i da se svaki
vektor x € X moZe prikazati kao linearna kombinacija vektora baze x = xje; + xpex +... + x4y,
Sto se Cesto zapisuje matri¢no sa

X1
X2

Uoc¢imo da matri¢ni prikaz vektora ovisi o odabranoj bazi B.

Zadatak 5.16 Prikazi matricno u standardnoj bazi vektore: a) i —4j € V2, b) 2i —j+ 7k € V3, ¢)
—3t+2€Pr,d)[2 -1 3] € Myze) [; _51} € Mpp.

Zadatak 5.17 Ispitaj je li skup B = {@),&, &} baza prostora V3,akoje@, = i,&y = i+jiés =i+ ] +k.
Sada se mogu uvesti dva alternativna kriterija za utvrdivanje je li neki skup B C X baza pros-
tora X.

Teorem 5.18 Neka je X vektorski prostor. Skup B = {ey,...,e,} C X je baza prostora X ako su vektori
eq,..., ey linearno nezavisni i ako je broj vektora ey, ..., e, jednak dimenziji prostora X (tj. vrijedi n =
dim X).

Prethodni teorem vrijedi, jer kad skup od n linearno nezavisnih vektora, pri ¢emuje n = dim X,
ne bi generirao cijeli vektorski prostor X, to bi znacilo da u X postoji barem jedan vektor, ozna¢imo
ga s e, 1, koji je linearno nezavisan od vektora ey, ..., e;,, ¢ime dobivamo skup od n + 1 linearno
nezavisnih vektora u X. No, to se protivi ¢injenici da je dim X = #, tj. da je najvedi broj linearno
nezavisnih vektora u X jednak n.

Teorem 5.19 Neka je X vektorski prostor. Skup B = {eq,...,e,} C X je baza prostora X ako vektori
ey, ..., ey generiraju cijeli prostor X i ako je broj vektora ey, . . ., ey, jednak dimenziji prostora X (tj. vrijedi
n = dim X).

Prethodni teorem vrijedi, jer kad vektori ey, . . ., e, ne bi bili linearno nezavisni, pri ¢emuje n =
dim X, onda bismo linearno zavisne vektore mogli izbaciti, a ostali vektori bi jo$ uvijek generirali
cijeli prostor X. Dakle, preostali skup vektora bi bio baza, a imao bi manje od dim X = n vektora,
$to se protivi teoremu koji kaZe da svaka baza ima to¢no dim X vektora.

Zadatak 5.20 Zadani su vektori @ = i — 27 —|—4?, b =37+ 7 2k iT =27 +3k. Ispitaj
— —
je li skup B baza prostora V3, ako je:a) B={a’, b },b) B={4a, b, }.

Zadatak 5.21 Zadani su polinomi p1(t) =t —2, pa(t) = 2t + 31 ps(t) = =3t + 1. Ispitaj je li skup B
baza prostora Py, ako je: a) B = {p1(t), p2(£)}, b) B = {p1(t), p2(t), p3(t) }.

Zadatak 5.22 Zadane su uredene trojke a = (1,0,2), b = (2, 2,-3),¢=(3,2-1)id = (0,3,1).
Ispitaj je li skup B baza prostora R3, ako je:a) B={a,b},b) B={a,b,c},c) B=1{ab,cd}.
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5.5 Promjena baze

Neka je X vektorski prostor dimenzije 1, te nekasu B = {ey,...,e,} i B’ = {e},..., e} } dvije baze
tog prostora. Uocimo da za vektor x € X vrijedi

! ! ! ! !/
X = xje1 + xpex + ...+ xye; = Xj€] +x0€5 + ...+ X,

pri ¢emu je opcenito x; # x/, tj. koeficijenti prikaza jednog te istog vektora u dvjema razli¢itim
bazama se razlikuju. Prikaz vektora u odabranoj bazi mozZe se zapisati matri¢no sa

x1 x}
X x5
X = . = .
: ./
Xn] g ] g

Matri¢ni prikaz vektora ocito ovisi o odabranoj bazi.

Zadatak 5.23 Neka je By standardna baza prostora V3,a By = {i+],i — [k} i By = {i+j+k j+k k}
dvije nestandardne baze prostora V3. Zapisi matricno vektor @’ = 4 + 4K u bazama By, By i B3 redom.

Obzirom da se matri¢ni prikaz jednog te istog vektora razlikuje od baze do baze, prirodno se
namece pitanje kakva je veza izmedu tih prikaza. Neka su B = {ey,...,e,} i B’ = {e},..., e}
dvije baze vektorskog prostora X, pri ¢emu ¢emo B nazivati "starom" bazom, a B’ ¢emo nazivati
"novom" bazom. Neka su sada vektori nove baze B’ = {e|, ..., e} } prikazani u staroj bazi B =
{e1,...,en} sa

e’l = f11e1+1tyex+...+ e,
elz = tpe; +iper+...+ ey
e, = ter+tyer+...+ten

Neka je xjeq + xpex + ... + x,e, prikaz vektora x u staroj bazi B = {ey,...,e,}, dok je xje] +
xhe) ...+ x, e, prikaz tog istog vektora u novoj bazi B’ = {e], ..., e} }. Sada imamo

N !/ )
X =x1€1 +xe2+...+x€y = Xxj€]+Xxp€y...+x,€, =

= x’l(tllel +tr1er 4+ ...+ tnlen) +
+x5(tper + tneyr + ... + Epen) +

+xl (tiper + topey + ...+ tygey)

= (tllxi + t12x/2 + ...+ tlnx;l)el +
+(t21x’1 + tzzxé +...+ t2nx;)e2 +

(1) + tXh + .o+ EanX),) e
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Dakle, mora biti

tnx'l + i’lzxé +...+ tlnx; = x
t21x'1 + tzzxé +...+ t2nx; = X3

(5.1)
ta1X] 4 tipXh 4+ oo X, = Xy

Sto je sustav n linearnih jednadZbi sa n nepoznanica koji se kra¢e moZe zapisati u obliku matri¢ne
jednadzbe

T =x, (5.2)
pri Cemu je
tll tlz oo tl}’l
th1 tp ... iy
T= . .
tnl ) tnn

matrica prijelaza iz stare baze u novu. Stupci matrice T predstavljaju prikaz vektora nove baze 55’
u staroj bazi B. Obzirom da su vektori nove baze linearno nezavisni, slijedi da su stupci matrice
T linearno nezavisni, $to zna¢i da je matrica prijelaza T uvijek regularna, pa ima inverz. Dakle,
imamo i obratnu vezu, tj. vrijedi

T x=x.

Zadatak 5.24 Prikazi vektor @ =i —4j 4+ 2k u bazi {01, 02, 03} = {i+],j — k,i + 2k}.
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Linearni operatori

6.1 Definicija linearnog operatora

Definicija 6.1 Neka su X i Y vektorski prostori. Preslikavanje A : X — Y sa svojstvom da za svaki
x, X' € X izasvaki A € R vrijedi

Ax+X) = AKx)+AKX), (aditivnost)
A(Ax) = AA(x), (homogenost)
zove se linearni operator.
Kazemo da operator A : X — Y ima svojstvo linearnosti ako za svaki x,x’ € X i za svaki A, AMeR
vrijedi
AMx+A'X) = AA(x) + A A(X). (linearnost)

Lako se vidi da je svojstvo linearnosti ekvivalentno paru svojstava aditivnosti i homogenosti.
Dakle, posve ekvivalentno linearni operator se moZe definirati kao preslikavanje vektorskih pros-
tora koje ima svojstvo linearnosti.

Obzirom da su linearni operatori funkcije (sa dodatnim svojstvom), mogu se zadavati pravilom
preslikavanja.

Zadatak 6.2 Ispitaj je li operator A linearan, ako je: a) A : V> — V? definiran pravilom Alxi + y]T) =
(x +2y)i 4 (x — y)j, b) A : R?2 — R2 definiran pravilom A(x,y) = (x + 2, xy).

Napomena 6.3 Operator A : X — Y Ce biti linearan, ako je svaka koordinata slike nekog vektora linearna
kombinacija koordinata samog vektora.
6.2 Prikaz linearnog operatora matricom

Osim zadavanja pravilom preslikavanja, linearni operator se moze zadati i matricom. U ovom
poglavlju ¢emo, dakle, uspostaviti vezu izmedu linearnih operatora i matrica. Vezu je potrebno
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uspostaviti u oba smjera, tj. potrebno je odgovoriti na pitanja: (1) ako imamo matricu kako do-
biti odgovarajuéi linearni operator, te (2) ako imamo linearni operator kako dobiti odgovaraju¢u
matricu?

No, prije nego $to krenemo, potrebno je uociti slijedece: ako je operator linearan onda je on u
potpunosti odreden djelovanjem na bazi. Naime, neka je X vektorski prostor s bazom {ey, ..., e,},
te A linearni operator na prostoru X. Zelimo odrediti djelovanje operatora A na proizvoljni vektor
x € X. Vrijedi

A(x) =A(x1e1+...+xpe,) = x1A(e1) + ...+ x,A(ep).

Dakle, ako poznamo djelovanje operatora na vektorima baze A(eq), ..., A(e,), onda znamo i kako
taj operator djeluje na bilo kojem vektoru x € X. Posljedica ove ¢injenice je da se linearni operator
moze zadavati djelovanjem na vektorima baze, te da se jednakost dvaju operatora moze utvrdivati
iz jednakosti na vektorima baze.

Od matrice do linearnog operatora

Neka su X i Y vektorski prostori dimenzija dimX = n i dimY = m. Ako imamo matricu A €
M, onda je linearni operator A definiran sa

A X—=Y
A(x) =A-x

Naime, ako pravilo preslikavanja operatora A zapiS$emo matri¢no

a1 a2 ... Ay a11xX1 +a12x2 + ...+ a1 Xn
X1 . — N
X2 :

aip  App ... dig | = anxa Fapxo+ ...+ aipX — Vi

. xn . (; ym

Aml  Am2 -+ Amn| >~~~ A1 X1 + aypX2 + ..o+ Apn Xy

X
A y=A-x=A(x)

onda vidimo da je svaka koordinata y; vektora slike y = A-x = A(x) linearna kombinacija
koordinata x; vektora tocke x € X. Zaklju¢ujemo, dakle, da je ovako definiran operator A linearan.

Zadatak 6.4 Linearni operatori A : V> — V3iB : P, — R zadani su u standardnim bazama matricama

Napisi im pravilo preslikavanja.



6.2. PRIKAZ LINEARNOG OPERATORA MATRICOM 71

Od linearnog operatora do matrice

Neka su X i Y vektorski prostori dimenzija dimX = n i dimY = m, sa bazama {eq,...,e,}
i {f1,...,fy}. Zelimo prona¢i matricu tog operatora. Podsjetimo se da je linearni operator u
potpunosti odreden djelovanjem na bazi {ej,...,e,} domene, tj. vektorima A(e;),..., A(en).
Obzirom da su vektori A(eq), ..., A(e,) elementi kodomene (vidi Sliku ??), tj. vektorskog prostora
Y, to znadi da se oni mogu prikazati u bazi {f;,..., f,} sa

A(er) = ayify +anfr +... +ayfu,
A(eg) = apfy +apfy + ...+ agfy,

A(en) = a1,f1 + apnfo + ... + apnfn.

Slika 6.1: Djelovanje operatora A na vektorima baze.

Sada matricu A definiramo tako da koeficijente ovih prikaza pisemo kao stupce

a aip . aA1n

an ann .. Oy
A pr—

Al Am2  --. OAmn

Da bismo utvrdili da je ovo dobra definicija, potrebno je pokazati daje A - x isto $to i A(x). Obzirom
da je operator odreden djelovanjem na bazi, dovoljno je jednakost dokazati za vektore baze. Mi
¢emo dokazati A(e;) = A - eq, a za ostale vektore baze dokaz je analogan. Vrijedi

a ain . Iy 1 an
an az e Aoy 0 an

A-eg=| | . . = . =apfy +anfo+...+a,fy = Aler).
Al A2 ... Amn| |0 Al

Napomena 6.5 Vazno je uociti da prikaz operatora A matricom A ovisi o odabranom paru baza vektorskih
prostora X iY.

Zadatak 6.6 Linearni operator A definiran je pravilom: a) A(xi + yj) = (x +2y)i + (3x — y)j, b)
A(x,y,z) = (x +y,y + z). Napisi matricu operatora A u paru standardnih baza.
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6.3 Promjena baze i prikaz operatora

Neka je A operator kojemu su domena i kodomena jednake, tj. nekaje A : X — X. Nekaje B =
{e1, ..., e;} bazau vektorskom prostoru X, te neka je A matrica operatora A ubazi 3 (dakle, stupci
matrice A su komponente vektora A(e;) u odabranoj bazi B). Neka je sada B’ = {ef, ..., e, } neka
druga baza u vektorskom prostoru X, te neka je A’ matrica istog operatora A u bazi B’. Prirodno
se namece pitanje koja je veza izmedu matrica A i A’ koje su prikaz istoga operatora A u dvjema
razli¢itim bazama prostora X. Bazu B ¢emo nazivati "starom” bazom, a bazu B’ "novom" bazom
vektorskog prostora X.
Izrazimo kao prije vektore nove baze B’ pomoéu vektora stare baze B. Vrijedi

e’l = ty1e1 +iyex+...+t1ep,
e/2 = tpper; +itxner+ ...+ tpey,
e; = tipe1 +iyer+ ...+ tine,
Tako dobivamo matricu
f11 t2 f1n
f o t2n
T = .
ti1 tw2 --. tun

koja je matrica prijelaza iz stare baze u novu. Sada se djelovanje operatora A(x) = y moZe ma-
tri¢no zapisati u staroj bazi sa A - x =y, te u novoj bazi sa A’-x' = y’. Obzirom da su x i x’ prikazi
vektora x u staroj i novoj bazi, vrijedi x = T - x’, a slitnoizay iy’ vrijediy = T - y’. Uvrstavanjem
ovih jednakosti u jednadZzbu A - x = y dobivamo
Ty = ATX = y/ = T ATX.
N’
A/
Dakle, ovime smo dokazali sljedeéi teorem.

Teorem 6.7 Neka je A matrica operatora A u bazi B = {eq,...,e,}, neka je A’ matrica istog operatora
Aubazi B' = {e},...,e},}, te neka je T matrica prijelaza iz stare baze B u novu bazu B'. Tada vrijedi

A’ =T 1AT.

Obzirom da matrice A i A’ koje odgovaraju operatoru A u dvjema bazama B i B’ imaju neka
zajednicka svojstva, uvodimo sljedec¢u definiciju.

Definicija 6.8 KaZemo da su kvadratne matrice A i B sli¢ne, ako postoji regularna matrica T takva da je
B = T 'AT.

Dakle, matrice A i A’ koje odgovaraju operatoru A u dvjema bazama B i B’ su sli¢ne matrice.

Zadatak 6.9 Neka su A i B sli¢ne matrice. PokaZi da je tada det(A) = det(B) i tr(A) = tr(B).
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Za svojstvo koje je zajednicko slicnim matricama kazemo da je invarijanta. Obzirom da su
matrice prikaza operatora u razli¢itim bazama medusobno sli¢ne, onda se invarijante tih matrica
mogu smatrati svojstvima operatora. Trag i determinanta su invarijante, pa ima smisla pricati o
tragu i determinanti operatora.

Zadatak 6.10 Ako je linearni operator A u standardnoj bazi prikazan matricom

1 0 -1
A=1|0 3 -1
4 -1 -3

napisi mu matricu A’ u bazi B = {i + ]+ 2Kk, 2i + 3+ 4k, —i + j— 3%}

6.4 Algebra operatora

Kompozicija operatora A : X — YiB:Y — Zje operator C : X — Z definiran sa C = Bo A. Ako
su operatori A i B linearni, onda za proizvoljne vektore x, x" € X i za proizvoljni A € R vrijedi

C(x+x') = B(A(x+x))=B(A(x)+A(X)) =
= B(A(x))+B(A(X)) =C(x) +C(X),

pa operator C = B o A ima svojstvo aditivnosti. Takoder vrijedi
C(Ax) = B(A(Ax)) = B(AA(x)) = AB(A(x)) = AC(x),

pa operator C = B o A ima i svojstvo homogenosti. Dakle, ako su operatori A i B linearni, onda je
linearan i operator C = B o A. Ovaj zakljucak iskazujemo sljede¢im teoremom.

Teorem 6.11 Ako su operatori A : X — Y i B:Y — Z linearni, onda je operator C : X — Z definiran sa
C = B o A takoder linearan.

Podsjetimo se, linearni operatori A i B mogu se prikazati matricama A i B redom. Obzirom
da je kompozicija C = B o A linearnih operatora A i B takoder linearni operator, to znaci da se
moze prikazati matricom C. Prirodno se namece pitanje veze matrice C i matrica A i B. Uo¢imo
da vrijedi

C(x) =B(A(x)) =B(A-x) =B-A-x=Cx

$to znadi da se operator C moZe prikazati matricom C za koju vrijedi C = BA. Ovaj zakljucak
iskazujemo sljede¢im teoremom.

Teorem 6.12 Ako su linearni operatori A : X — Y i B : Y — Z zadani matricama A i B redom, onda je
linearni operator C : X — Z definiran sa C = B o A zadan matricom C = BA.

Zadatak 6.13 Zadani su operatori A(x,y) = (x +y)i + (x —2y)j i B(xi + yj) = (x +y) + (y + 2)t +
(x + z)t2. Odredi matricu operatora C = B o A!
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Sada kad smo definirali kompoziciju operatora, moZzemo razmatrati pojam bijektivnog oper-
atora i njemu inverznog operatora. Tu ¢emo razmatrati samo operatore A : X — X kojima je
domena i kodomena jednaka (to su operatori koji imaju kvadratnu matricu).

Najprije, ako je operator A : X — X linearan, onda se on moze prikazati kvadratnom matricom
A. Ako operator A ima uz to i dodatno svojstvo bijektivnosti, prirodno se namece pitanje znaci li
to da i njegova matrica A ima neko dodatno "lijepo" svojstvo. Uoc¢imo sljedece: ako je operator
A : X — X bijekcija, to znaci da za svaki y € X postoji to¢no jedan x € X takav da je A(x) =y.
Ovaj uvjet znadi da linearni sustav Ax = y mora imati jedinstveno rjeSenje za svakiy € X, a iz
teorije linearnih sustava znamo da to vrijedi ako i samo ako je kvadratna matrica A regularna.
Zaklju¢ak ovog razmatranja iskazujemo sljede¢im teoremom.

Teorem 6.14 Linearni opeator A : X — X je bijekcija ako i samo ako je matrica operatora A regularna.

Obzirom da se kriterij bijektivnosti operatora oslanja na regularnost matrice kojom je operator
prikazan, Cesto bijektivni operator nazivamo regularnim operatorom, a operator koji nije bijekcija
nazivamo singularnim operatorom.

Nadalje, ako je linearni operator A : X — X regularan, onda postoji inverzni operator A~! :
X — X koji je takoder regularan. Postavlja se pitanje je li operator A~! takoder linearan, te ako
jest - to mu je matrica? Uocimo da za svakiy = A(x) iy = A(X') iza svaki A € R vrijedi
ANy +y) = ATHAK) +AK)) = AT (Ax+X) =
= x+xX' =A"\(y)+ A7y,

pa operator A~! ima svojstvo aditivnosti. Takoder, vrijedi
Al (Ay) = ATHAA(x)) = ATHA(MX)) = Ax = AA " H(y),

pa operator A~! ima i svojstvo homogenosti. Zaklju¢ujemo da je inverz A~! linearnog operatora
A takoder linearan, $to izricemo sljede¢im teoremom.

Teorem 6.15 Ako je linearni operator A : X — X reqularan, onda je inverzni operator A=! : X — X
takoder linearan.

Linearni operator A : X — X mozZe prikazati kvadratnom matricom A. Obzirom da je inverzni
operator A~! takoder linearan, slijedi da se i on moZe prikazati matricom, pa se postavlja se pitanje
koja je veza te matrice i matrice A. Uocimo da za svakiy = Ax = A(x) vrijedi

A_l(y) =x={y=Ax=x= A_ly} = A_ly

§to znadi da je operator A~! zadan matricom A~! koja je inverzna matrici A. Ovaj zaklju¢ak
izricemo sljede¢im teoremom.

Teorem 6.16 Ako je reqularno linearni operator A : X — X definiran matricom A, onda je linearni
operator A~ definiran matricom A1

g

Zadatak 6.17 Ispitaj je li operator A : V2 — V2 definiran pravilom A(xi+vyj) = (x — 2y)i + By — x)]
reqularan. Ako jest, odredi mu inverzni operator.
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6.5 Primjeri operatora u ravnini i prostoru

Sada ¢emo navesti neke primjere linearnih operatora koji se ¢esto javljaju u praksi. Naj¢escée su to
operatori ravnine ili operatori prostora.

Simetrija ravnine obzirom na os x.

Neka je A : V2 — V? definiran sa A(@) = @’ pri ¢emu je @’ vektor simetrian vektoru @’
obzirom na os x. Iz geometrijskih razloga je jasno da je operator linearan. D]elova operatora
simetrije A na jedini¢nom kvadratu kojeg razapinju vektori i j prikazano je na Slici

A(P)

Slika 6.2: Djelovanje operatora simetrije na jedini¢nom kvadratu.

Matricu operatora A simetrije ravnine V2 obzirom na os x dobivamo iz djelovanja operatora
na vektorima baze {i,j}. Vrijedi

A]Q_—?J}:}A [(1) _01]

Na sli¢an nac¢in mozZe se odrediti i operator simetrije obzirom na os y.

Rotacija ravnine oko ishodista za kut «.

Neka je A: V2 — V2 definiran sa A(@’) = @' pri éemu je @’ vektor dobiven rotacijom vektora
@ zakuta. Iz geometrl]sklh razloga je jasno da je operator linearan. Djelovanje operatora na

vektorima baze {i,j}, odnosno na jedini¢nom kvadratu kojeg vektori baze razapinju, prikazan je
na Slicif6.3]

Matricu operatora A rotacije ravnine V2 za kut a dobivamo iz djelovanja operatora na vek-
torima baze {7, j}. Vrijedi

A(7) = cosai + sinaj A | cosa —sina
A(j) = —sinai + cos aj sina cosw
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Slika 6.3: Operator rotacije ravnine V2 za kut a.

Operator homotetije u ravnini.

Nekaje A : V2 — V2 definiransa A(@’) = @’/ pri ¢emu je vektor @’ dobiven rastezanjem vektora
@’ duz osi x za A. Tako definiran operator ravnine naziva se homotetija ravnine. Iz geometrijskih
razloga je jasno da je operator homotetije linearan. Operatori homotetije ilustriran je Slikom [6.4]

A(P)

Slika 6.4: Djelovanje operatora homotetije - rastezanje vektora duz osi x za A = 1.3.

Matricu operatora A rastezanja ravnine V2 duZ osi x za A dobivamo iz djelovanja operatora na
vektorima baze {i, j}. Vrijedi

Wy el i)
A(f) =]
Posve analogno se moze definirati operator rastezanja duz osi y, te duz obje osi. Djelovanje takvih
operatora na jedini¢nom kvadratu ilustrirano je Slikom 6.5}
Razmatranjem djelovanja ovih operatora na vektorima baze {7,} dobije se da su njihove ma-

trice
1 0 A0
A_[O;J’QA_{OM}'
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a) b)

Slika 6.5: Djelovanje operatora homotetije: a) duzosiy za y = 0.5,b) duzxza A = 1.3iduzy za
u=0.5.

Operator zakoSenja u ravnini.

Nekaje A : V2 — V2 definiransa A(@) = @ pri¢emuje @’ vektor dobiven zakoSenjem vektora
@ za e. Tako definiran operator naziva se operatorom zakogenja ravnine V2. Iz geometrijskih
razloga je jasno da je operator linearan. Djelovanje operatora zakoSenja na jedini¢nom kvadratu
ilustrirano je Slikom 6.6}

Slika 6.6: Djelovanje operatora zakosenja (¢ = 0.7) na jedini¢nom kvadratu.

Matricu operatora A zako$enja ravnine V2 za e dobivamo iz djelovanja operatora zakogenja na
vektorima baze {i,j}. Vrijedi

A(?}(zj?if};“b‘_[(l) ﬂ

Posve analogno mogu se definirati operatori simetrije u prostoru (obzirom na koordinatnu os
ili ravninu), rotacije obzirom na os, homotetije duz osi, zakoSenja, itd. Za primjer, navedimo neke

=
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od njih.

Simetrija prostora obzirom na os y
Ova simetrija je linearni operator A : V3 — V3 odreden sa

A =7

Af)—] = A=
A(k)

Simetrija prostora obzirom na koordinatnu ravninu xy

Ova simetrija je linearni operator A : V3 — V3 odreden sa

AG) =1 10 0
Af=7 p=A=|01 0
A(k) = —k 0 0 -1
Rotacija prostora oko osi y za kut o
Ova rotacija je linearni operator A : V3 — V3 odreden sa
A("> = cos ai + sin ak cose 0 —sina
]_j =7 = A= 0 1 0
Al k) = —sinai 4 cos ak sine 0 coswa




Poglavlje 7

Svojstveni vektori i svojstvene
vrijednosti

Znamo da prikaz operatora matricom ovisi o odabranom paru baza. Matrica istog operatora u
jednom paru baza moze biti vrlo komplicirana, a u nekom drugom paru baza vrlo jednostavna
(dijagonalna). Dakle, u interesu nam je pronaci par baza u kojem ¢e operator imati dijagonalnu
matricu (ako takav par baza uopce postoji).

7.1 Definicija i osnovna svojstva

Neka je X vektorski prostor, A : X — X linearni operator, te neka je {eq, ey, ..., e, } baza prostora
X sa svojstvom da je

A 0 0
0 Ay 0
A(el) = /\181 = . P A(EZ) = )Lzez = . Y A(en) = /\nen = .
0 0 An

Tada je matrica tog operatora ocito

A0 0

0 A 0
A= ,

0 0 A

Dakle, trazimo vektore x € X sa svojstvom A(x) = Ax. Ako uspijemo pronaéi dovoljno takvih
vektora da sastavimo bazu, onda smo pronasli bazu u kojoj ¢e matrica operatora biti dijagonalna.

Definicija 7.1 Neka je X vektorski prostor, te neka je A : X — X linearni operator. KaZemo da je vektor
x # 0 svojstveni vektor operatora A ako postoji broj A € R takav da vrijedi A(x) = Ax. Broj A € R
naziva se svojstvena vrijednost koja odgovara svojstvenom vektoru x.

79
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Uo¢imo da po definiciji svojstveni vektor mora biti razli¢it od nul-vektora, ali svojstvena vri-
jednost moze biti jednaka nula. Nadalje, neka su x i X’ svojstveni vektori sa istom svojstvenom
vrijedno$éu A, te neka je @ € R. Tada vrijedi

Ax+x) = AX)+AKX) =Ax+AX = A(x+x),
A(ax) = aA(x) = aAx = A(ax).

Ovo znadi da su onda vektori x + x’ i ax takoder svojstveni vektori sa svojstvenom vrijednoséu A.
Ovime smo pokazali da je skup svojstvenih vektora s istom svojstvenom vrijednos¢u A vektorski
prostor, tj. potprostor vektorskog prostora X.

Definicija 7.2 Skup svih svojstvenih vrijednosti operatora A naziva se spektar operatora A i oznacava sa
o(A).
7.2 Karakteristi¢na jednadzba i karakteristi¢ni polinom

Nakon $to smo definirali svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore, postavlja se pitanje kako ih
odrediti. Uo¢imo da se jednakost A(x) = Ax moZe matri¢no zapisati sa

Ax = Ax,

a ova matri¢na jednadZba se mozZe dalje transformirati na sljedec¢i na¢in

Ax = Alx,
Ax—AIx = 0,
(A—A)x = 0.

Dakle, svojstveni vektori su netrivijalna rjeSenja x homogenog sustava (A — AI) x = 0. Obzirom
da je sustav homogen, netrivijalno rjeSenje postoji ako i samo ako je matrica sustava A — Al singu-

larna, tj. ako vrijedi
det (A — AI) =0.

Ova jednadZba se zove karakteristicna jednadzba operatora A. TraZene svojstvene vrijednosti su
dakle rjeSenja karakteristi¢ne jednadZzbe. MoZe se pokazati da je lijeva strana jednadZbe, tj. izraz
det (A — AI), polinom u varijabli A kojeg nazivamo karakteristicni polinom operatora A. Uo&imo
sljedece:

1. Karakteristicni polinom ne ovisi o odabiru baza. Naime, ako su A i A’ matri¢ni prikazi operatora
A u razli¢itim bazama, onda su matrice A i A’ sli¢ne, tj. vrijedi A’ = T~!AT. No onda vrijedi
i
A - AN =T AT - A =T 'AT - AT 'T=T (A - AT
pa suimatrice A’ — AIi A — Al $to znadi da imaju istu determinantu (a to je karakteristi¢ni

polinom).

2. Swvojstvene vrijednosti operatora ne ovise o odabiru baza. Naime, obzirom da karakteristi¢ni poli-
nom ne ovisi o odabiru baza, onda ni njegove nultocke (a to su svojstvene vrijednosti opera-
tora A) ne ovise o odabiru baza.
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3. Stupanj karakteristicnog polinoma jednak je redu n matrice A. Obzirom da se varijabla A javlja u
matrici A — AI samo na dijagonali (1 puta), slijedi da je A" najveca potencija varijable A koja
se javlja u razvoju determinante det (A — AI).

Zadatak 7.3 Odredi svojstvene vrijednosti za:

4 —4 -1 —4 5 -9
wa=[y T3l wa= T Soa=[; 23

Obzirom da su svojstvene vrijednosti nultocke karakteristicnog polinoma, a karakteristi¢ni
polinom je polinom stupnja 7, po osnovnom teoremu algebre znamo da karakteristi¢ni polinom
ima to¢no n nul-to¢aka. Medutim, osnovni teorem algebre kaZe i da nul-to¢ke polinoma mogu biti
realne ili kompleksne, te da mogu biti jednostruke ili visestruke. Zaklju¢ujemo da nam nije uvijek
svih n nul-toc¢aka karakteristi¢cnog polinoma prihvatljivo kao svojstvena vrijednost, $to znadi da
operator moZe imati najviSe n realnih i razli¢itih svojstvenih vrijednosti, ali ih moZe imati i manje
od n.

Takoder, uotimo sljedece: broj A = 0 svojstvena vrijednost operatora A ako i samo ako vrijedi

det(A —0-I) =det(A) =0,
$to znadi da je operator A singularan. Ovo moZemo iskazati sljede¢om propozicijom.

Propozicija 7.4 Operator A je singularan ako i samo ako je 0 njegova svojstvena vrijednost.

7.3 Odredivanje svojstvenih vektora i svojstvenih vrijednosti

Svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore odredujemo tako da:

1. rjesavamo karakteristi¢nu jednadzbu det (A — AI) = 0 ¢ija rjeSenja su svojstvene vrijednosti
A; operatora A,

2. zasvaku svojstvenu vrijednost A; trazimo rjeSenje x sustava (A — A;I) x = 0 koje je svojstveni
vektor za svojstvenu vrijednost A;.

Uotimo da ¢e sustav (A — A;I)x = 0 sasvim sigurno imati parametarsko rjeSenje za svaku
svojstvenu vrijednost A;. Naime, takav sustav sigurno ima rjesenje jer je homogen. Pitanje je jedino
je li to rjeSenje jedinstveno ili parametarsko. No obzirom da smo vrijednost A; birali tako bude
det (A — A1) = 0, po Teoremu slijedi da rjeSenje sustava nije jedinstveno nego parametarsko.

7.4 Dijagonalizacija operatora

Teorem 7.5 Linearni operator se moZe dijagonalizirati ako i samo ako postoji baza koja se sastoji od njegovih
svojstvenih vektora. Matricni prikaz linearnog operatora u bazi svojstvenih vektora je dijagonalna matrica
kojoj su na dijagonali svojstvene vrijednosti operatora.

Obzirom da se linearni operator moze dijagonalizirati samo ako postoji baza svojstvenih vek-
tora, postavlja se pitanje pod kojim uvjetima takva baza postoji. Djelomi¢an odgovor na to pitanje
daje nam sljede¢i teorem.
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Teorem 7.6 Svojstveni vektori koji odgovaraju razliCitim svojstvenim vrijednostima su medusobno lin-
earno nezavisni.

Ovaj teorem ima jednu vaZnu posljedicu. Naime, neka je A : X — X operator, te neka je
n dimenzija prostora X. Da bi postojala baza svojstvenih vektora, moramo pronaci to¢no n lin-
earno nezavisnih svojstvenih vektora. Karakteristi¢ni polinom je stupnja 1, $to zna¢i da ima to¢no
n nultocaka koje mogu biti 1) realne ili kompleksne, te 2) jednostruke ili viSestruke. Nultocke
karakteristi¢nog polinoma su svojstvene vrijednosti, pa u slucaju kad su sve nultocke realne i jed-
nostruke slijedi da imamo #n razli¢itih svojstvenih vrijednosti kojima prema prethodnom teoremu
odgovara n linearno nezavisnih svojstvenih vektora. To zna¢i da postoji baza svojstvenih vektora,
pa se operator moze dijagonalizirati.

Uoc¢imo da ovime tek djelomi¢no odgovaramo na pitanje, jer jos uvijek ne znamo sto je sa sluca-
jevima kad je barem neka nultocka karakteristicnog polinoma kompleksna ili visestruka. Odgovor
na pitanje postoji li u tim slu¢ajevima baza svojstvenih vektora utvrduje se postupkom dijagonal-
iziranja operatora.

Postupak dijagonaliziranja operatora provodi se sljede¢im koracima.

1. Pronademo rjeSenja Ay, ..., A, karakteristicne jednadzbe det (A — AI) = 0 i ta rjeSenja su
svojstvene vrijednosti operatora A.

2. Za svaku svojstvenu vrijednost A; rjeSavamo homogeni sustav (A — A;I) x = 0 &ija rjeSenja
su svojstveni vektori operatora A.

3. Ako postoji 11 linearno nezavisnih svojstvenih vektora operatora A, onda se operator A moze
dijagonalizirati, pri ¢emu se dijagonalni prikaz dobiva u bazi svojstvenih vektora. To znaci
da se matrica prijelaza T dobije zapisivanjem svojstvenih vektora u stupce, dok se matri¢ni
prikaz operatora A u novoj bazi svojstvenih vektora dobiva kao

A0 .0
A =T AT = (,) A,z (,)
0 0 ... A

Ako, pak, operator A nema n linearno nezavisnih svojstvenih vektora, onda zaklju¢ujemo
da se operator A ne moZe dijagonalizirati.

7.5 Skalarni produkt

U klasi¢nom vektorskom prostoru V2 definirali smo skalarni produkt vektora. Obzirom da smo
u prethodnim poglavljima poop¢ili pojam vektorskog prostora, sada Zelimo poop¢iti i pojam
skalarnog produkta (tj. Zelimo definirati skalarni produkt u opéenitom vektorskom prostoru X
dimenzije n).
.
Skalarni produktu V3. Neka su 7, b € V3 vektori u klasi¢nom vektorskom prostoru. Skalarni
produkt vektora a’ i b definiran je sa

70 = |’ ‘7‘cosqo
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—
s v . — . 2 . v .

pri ¢emu je ¢ = £('a’, b ). Ova formula nije zgodna za poopcavanje na visedmenzionalne vek-

torske prostore, jer u viSedimenzionalnim prostorima ne moZemo zorno predoc¢iti ni pojam duljine

ni pojam kuta vektora.

Medutim, u bazi vektora {7, 7, k} u kojoj vektori @ i b imaju prikaz
— g e . e e 7
a° =axi+ayj+ak i b = byi+byj+ bk,
vrijedi sljedec¢a formula za skalarni produkt
7 . 7 — axbx + ayby + azbz.

Ova formula je puno pogodnija za poopcavanje pojma skalarnog produkta na visedimenzionalne
prostore. Nakon sto poopéimo pojam skalarnog produkta, poopéit éemo i pojmove duljine vek-

tora, te kuta medu vektorima. Podsjetimo se da za duljinu 7‘ izakut g = £(@, b)) vrijedi

=
‘7]:v7-7:a§+a§+a§icos¢:}_a)‘.i,
a ‘b

Sto su formule zgodne poopcavanje tih pojmova.
Skalarni produkt u vektorskom prostoru X dimenzije n. Neka su x,y € X dva vektora iz
vektorskog prostora X s matri¢nim prikazom

X1 n
X2 | Y2
x=1|.[1y=|.
Xn Yn

Skalarni produkt vektora x i y definiran je sa

(x]y) = x1y1 + x2y2 + ... + XplYn = xT . y.

Uocimo da vrijednost ovako definiranog skalarnog prostora ovisi o odabranoj bazi. Sada pomocu
definiranog skalarnog produkta moZemo definirati duljinu vektora i kut izmedu vektora u vised-
imenzionalnom prostoru (gdje zor ne pomaze) po analogiji na definicije iz trodimenzionalnog
prostora. Duljina (kaZemo jo$ i norma) vektora x definirana je sa

Ixll = \/(xly) = /2 + 3 +... 22,

Kut ¢ izmedu vektora x i y definiran je sa

(xly)
Iyl

cos @ =

Nadalje, kaZemo da su vektori x i y okomiti (ortogonalni) ako vrijedi (x]y) = 0. Kazemo da je vektor
x normiran ako je ||x|| = 1.

Cetiri najvaznija svojstva skalarnog produkta su sljedeca.
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1. Pozitivnost. Za svaki vektor x € X vrijedi (x|x) > 0, pri ¢emu je (x|x) = 0 ako i samo ako je
x=0.

2. Homogenost. Za svaka dva vektora x,y € X i za svaki skalar &« € R vrijedi
(ax]y) = (x|ay) = « (x]y)

3. Komutativnost. Za sve vektore x,y € X vrijedi (x|y) = (y|x).

4. Aditivnost. Za svaka tri vektora x,y, z € X vrijedi
(x+ylz) = (x|2) + (y[2).

Svojstva aditivnosti i homogenosti skalarnog produkta zovu se jednim imenom svojstvo lin-
earnosti skalarnog produkta.

Definicija 7.7 KaZemo da su vektori x1,Xy, ..., X, ortonormirani, ako su svaka dva vektora medusobno
ortogonalni i ako je svaki od tih vektora normiran.

Definicija 7.8 Ortonormirana baza vektorskog prostora je svaka baza koju sacinjavaju ortonormirani
vektori.

7.6 Simetri¢ne matrice
Definicija 7.9 KaZemo da je matrica A simetricna ako vrijedi AT = A.

Uo¢imo da simetri¢ne mogu biti samo kvadratne matrice, jer kod matrica koje nisu kvadratne
matrice A i AT nisu istog tipa, pa ne mogu biti jednake. Nadalje, simetrija kod kvadratnih matrica
znadi simetriju obzirom na glavnu dijagonalu.

Zadatak 7.10 Ispitaj koja od sljedecih matrica je simetricna

1 2 1 2 4 1 0 5
A=|0 -1|,B=]0 3 5/,C=1|0 2 -1
3 3 -1 2 2 5 -1 3

Podsjetimo se, kod opcenitih kvadratnih matrica vrijedi:
1. svojstvene vrijednosti mogu biti:

(a) realne ili kompleksne,

(b) jednostruke ili viSestruke;
2. svojstveni vektori s razli¢itim svojstvenim vrijednostima su linearno nezavisni,
3. baza svojstvenih vektora moZda postoji.

Kod simetri¢nih kvadratnih matrica, neka od ovih svojstava se "proljepsavaju". Vrijede sljedeci
teoremi.
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Teorem 7.11 Ako je A simetricna matrica, onda su sve njene svojstvene vrijednosti realne.

Uo¢imo da ovaj teorem jam¢i realnost svojstvenih vrijednosti simetri¢ne matrice, no ne i nji-
hovu razli¢itost (tj. jednostrukost).

Teorem 7.12 Ako je A simetricna matrica, onda su svojstveni vektori koji odgovaraju razli¢itim svo-
jstvenim vrijednostima medusobno okomiti.

Uocimo da su okomiti vektori sigurno linearno nezavisni, $to znaci da je okomitost posebno
"lijep" slucaj linearne nezavisnosti.

Prethodnim dvama teoremima smo "proljepsali" prva dva svojstva. Treée svojstvo se kod
simetri¢nih matrica takoder proljepSava, ali da bismo mogli iskazati kako, potrebno je uvesti
definiciju ortonormirane matrice.

Definicija 7.13 KaZemo da je kvadratna matrica S ortonormirana, ako su njeni stupci ortonormirani
vektori.

Teorem 7.14 Ako je kvadratna matrica S ortonormirana, onda je S~! = ST.

Sada smo u mogucnosti iskazati sljede¢i teorem koji nam daje odgovor na pitanja o dijagonal-
izaciji simetri¢ne matrice.

Teorem 7.15 (Spektralni teorem) Svaka simetricna matrica A ima tocno n realnih svojstvenih vrijed-
nosti Ay, ..., Ay (brojeéi viSestrukosti, tj. neke mogu biti jednake) kojima odgovara tocno n linearno nezav-
isnih svojstvenih vektora (koji tvore bazu), pa se A moZe dijagonalizirati, tj. slicna je dijagonalnoj matrici

M 0 ... 0

0 Ay ... 0
Al =

0 0 ... Ay

Stovise, barem jedna baza svojstvenih vektora je ortonormirana, §to znaci da postoji ortonormirana matrica
prijelaza S takva da je A’ = STAS.

Sada moZemo rezultate prethodnih teorema sistematizirati, te usporediti sa analognim rezul-
tatima za opcenite kvadratne matrice. Dakle, za simetri¢ne kvadratne matrice vrijedi:

1. svojstvene vrijednosti mogu biti:

(a) samo realne,

(b) jednostruke ili viSestruke;

2. svojstveni vektori s razlic¢itim svojstvenim vrijednostima su ortogonalni,

3. baza svojstvenih vektora sigurno postoji (StoviSe, barem jedna takva baza je ortonormirana).
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Poglavlje 8

Krivulje i plohe drugog reda

8.1 Kvadratne forme

Definicija 8.1 Neka je A kvadratna matrica reda n, te neka je X vektorski prostor dimenzije n. Funkcija
f : X — Rdefinirana sa

f(x) = (Axx)
naziva se kvadratna forma reda n.

Koristeci svojstvo komutativnosti skalarnog produkta, te vezu skalarnog produkta i matri¢nog
mnoZenja, kvadratnu formu moZemo matri¢no prikazati sa

(Ax|x) = (x|Ax) = xTAx

a a . X
A= 11 42 |1 )
a1 a2 X2

Akoje

onda kvadratna forma ima oblik

a a X
TAx — [xl xz] 11 412 1| _
a1 4dx| [X2
_ 2 2
= anxj +anx; + (412 + a21)x1 2.
Akoje
a1 412 413 X1
A= |ay axp ax3| ix=|xz|,
a31  4azy Aas3 | X3

onda kvadratna forma ima oblik
. a1 d12 413 X1
X' Ax = [x1 X2 3] [a; axn ap| |x2| =
31 asp asz| | X3 |

2 2 2
= ap x|+ axnx; +a33x3 + (a12 + ax1)x1x2 + (a13 + a3y ) x1x3 + (a23 + a32) x2x3.

U slucaju matrica malog reda (n = 2, 3) ¢esto umjesto x1, x, x3 piSemo x, ¥, z.

87
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Zadatak 8.2 Odredi kvadratnu formu matrica

12 0
A:[_l2 ﬂ,B: 03 -1
45 -2

Dakle, ako je zadana matrica vrlo lako se odredi odgovaraju¢a kvadratna forma. Sada se
prirodno namece pitanje o obratnom postupku, tj. kako iz zadane kvadratne forme odrediti ma-
tricu ¢ija je to forma.

Zadatak 8.3 Odredi matricu za formu: a) x* — 5xy + 3y, b) x> — 3y + 722 + 2xy + 3xz — 5yz.

Uo¢imo da sve matrice iz prethodnog primjera imaju iste elemente na dijagonali te zbrojeve
ajj + aj; elemenata simetri¢nih obzirom na djagonalu. Element a;; dijagonale ¢e u kvadratnoj formi
biti koeficijent uz x?, dok ée zbroj ajj + aj; u kvadratnoj formi biti koeficijent uz ‘mjesoviti’ ¢lan
x;x;. Iz ovoga slijedi da za zadanu kvadratnu formu postoji mnogo matrica koje joj odgovaraju,
ali postoji samo jedna simetri¢na matrica koja joj odgovara. Zato ¢emo se u daljnjem razmatranju
ograniciti na simetri¢ne matrice.

Zadatak 8.4 Odredi simetricnu matricu za kvadratnu formu:
a) x* = 2y% + 6xy, b) x* + 3y* — 2% + xy + 2xz — dyz.

Definicija 8.5 Kazemo da je kvadratna forma kanonska ako je oblika f(x) = a11x3 + anx3 + ...+

2
annxn.

Dakle, kvadratna forma je kanonska ako ne sadrZi mjesovite umnoske poput x1x2, X1x3, X2x3, . . .
O¢ito je da kanonskoj formi odgovara dijagonalna matrica. Prirodno se postavlja pitanje je li
moguce neku kvadratnu formu svesti na kanonski oblik.

Zadatak 8.6 Odredi kanonski oblik forme f(x,y) = 2x* + 8xy + 5y°.

Iz prethodnog primjera zaklju¢ujemo da se barem neke kvadratne forme mogu svesti na kanon-
ski oblik supstitucijom varijabli. Sada se prirodno name¢u sljedeca pitanja.

1. Moze li se svaka kvadratna forma supstitucijom svesti na kanonski oblik?
2. Ako se kvadratna forma moze svesti na kanonski oblik:

(a) je li taj oblik jedinstven, te
(b) kako ga odrediti?
Da bismo odgovorili na ova pitanja, razmotrimo op¢enitu kvadratnu formu f(x) = x! Ax pri
¢emu je A simetri¢na matrica. Ako je A dijagonalna matrica, forma je u kanonskom obliku. Ako

A nije dijagonalna matrica, onda je Zelimo svesti na dijagonalnu supstitucijom x = Sx’. Takvom
supstitucijom dobivamo

f(x) =xTAx = (Sx)TA(SX) = (x)T(STAS)X,
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Sto ¢e biti kanonska forma ako i samo ako je matrica STAS dijagonalna. Dakle, kvadratna forma
se moZe svesti na kanonski oblik ako i samo ako se simetri¢na matrica A mozZe dijagonalizirati sa
STAS, a po spektralnom teoremu znamo da je to uvijek moguée barem na jedan nacin (a ponekad i
na viSe nac¢ina). Zaklju¢ujemo da se svaka kvadratna forma moZe svesti na kanonski oblik, taj oblik
nije jedinstven, a odredujemo ga dijagonalizacijom simetri¢ne matrice A pomocu ortonormirane
matrice S. Time smo odgovorili na postavljena pitanja.

8.2 Polinomi viSe varijabli

Kvadratna forma je zbroj kvadratnih pribrojnika, medutim opéenita jednadzba krivulje ili plohe
sadrzi i linearne pribrojnike, te konstantu. Da bismo iskazali definiciju krivulje i plohe drugog
reda, potreban nam je pojam polinoma drugog reda sa vise varijabli.

Definicija 8.7 Neka je A kvardatna matrica reda n, b stupcani vektor duljine n, te neka je c € R. Polinom
p(xq,...,x,) drugog stupnja sa n varijabli definiran je sa

p(x1,..., %) = (Ax|x) + (b[x) + ¢
. . T .
pricemujex = [x1 ... xu| vektor nepoznanica.
Uo¢imo da se formula kojom je definiran polinom moZe matri¢no zapisati kao

p(x1,..., %) = x'Ax+bTx +c.

nepoznanice oznacavati sa x, iy, z umjesto xi, X, x3.

8.3 Krivulje i plohe drugog reda

Definicija 8.8 Krivulja drugog reda je skup tocaka ravnine definiran sa {(x,y) : (Ax|x) + (b|x) +¢c =
0} gdje je A kvardatna matrica reda 2, b stuplani vektor duljine 2, te c € R.

Uoc¢imo da se jednadZzba krivulje drugog reda moZe matri¢no zapisati kao

xTAx +bTx+c=0.

=l oa= Lo =)
Y a1 4 by

onda jednadzbu krivulje drugog reda moZemo raspisati kao

il (e e <o

Akoje

a1 ax| |y Y
aj x> + (a1p + ax)xy + a22y2 +bix+by+c = 0.

Ovime smo dobili op¢i oblik jednadZzbe krivulje drugog reda.
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Zadatak 8.9 Odredi jednadzbu krivulje drugog reda zadane sa

1 2 41 .
A[3 _J,b{é]lcll.

Uo¢imo da iz opcenite jednadZzbe ne mozemo lako prepoznati o kojoj krivulji drugog reda je
rijec.

Definicija 8.10 Ploha drugog reda je skup tocaka ravnine definiran sa {(x,y,z) : (Ax|x) + (b|x) +¢ =
0} gdje je A kvardatna matrica reda 3, b stupcani vektor duljine 3, te ¢ € R.

Uoc¢imo da se jednadZba krivulje drugog reda moZe matri¢no zapisati kao

xT Ax +bTx+c =0.

Akoje
x an a1 413 by
x=|y|, A= |an ax ay| ib= |b|,
z a1 azp 433 b3

onda jednadzbu plohe drugog reda moZemo raspisati kao

a1 a4 a3 | X X
[x vy z||an axn an| |y| +[ b b3 |y| +c=
az] 4asp Aas3| [z Z

a11x% + any? + as3z® + (ayn + ao1)xy + (a3 + a31)xz + (a23 + az)yz+
+bix+byy+byz+c=0

Zadatak 8.11 Odredi jednadzbu plohe drugog reda zadane sa

1 2 3 4
A=|-2 2 —-1|,b=1|6| ic=-9.
1 1 -3 7

Uo¢imo da iz opcenite jednadzbe ne mozemo lako prepoznati o kojoj krivulji drugog reda je
rije¢. Ako je krivulja ili ploha zadana op¢enitom jednadZbom, onda je tesko prepoznati o kojoj je
krivulji ili plohi rije¢. Zato uvodimo pojam kanonskog oblika jednadZbe krivulje ili plohe.

Definicija 8.12 Ako u jednadzbi (Ax|x) + (b|x) + ¢ = 0 krivulje (odnosno plohe) drugog reda vrijedi da
je A dijagonalna matrica, b = 0, te c = £1ili ¢ = 0, onda kaZemo da je jednadzba u kanonskom obliku.

Obzirom da se kvadratna forma uvijek mozZe zadati simetri¢cnom matricom koja se moze di-
jagonalizirati, a linearni pribrojnici se zatim mogu supstitucijama eliminirati, zaklju¢ujemo da se
jednadZzba svake krivulje odnosno plohe moze svesti na kanonski oblik.
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8.4 Klasifikacija krivulja drugog reda
Postupak svodenja jednadZzbe krivulje
a116° + (ayp + ax ) xy + a22y2 +bhx+by+c=0
na kanonski oblik ortonormiranom transformacijom je sljededi:
1. Odredujemo kanonski oblik kvadratne forme u ortonormiranoj bazi, ¢ime jednadzba postaje
M+ My + X + iy + =0,
pri ¢emu su Aq i A, svojstvene vrijednosti matrice kvadratne forme.

2. Zatim supstitucijama

m_ Moo M
CEXA Y Yo

eliminiramo linearne ¢lanove (svodenje izraza A1(x')? + pyx’ i A2(y")? + u,y' na potpuni
kvadrat).

Uo¢imo da prva transformacija odgovara rotaciji koordinatnog sustava tako da koordinatne osi

budu paralelene s glavnim osima krivulje drugog reda. Druga transformacija odgovara translaciji
koordinatnog sustava tako da se ishodiste koordinatnog sustava poklopi sa ‘sredistem” krivulje.

Obzirom da su koeficijenti jednadZbe u rotiranoj formi zapravo svojstvene vrijednosti matrice
A kojom je odredena forma, krivulje drugog reda klasificiramo na sljede¢i nacin:

A) obje svojstvene vrijednosti su razli¢ite od nula,

B) jedna svojstvena vrijednost je jednaka nula.
Razmotrimo sada koje krivulje spadaju u ove kategorije.
A) Obje svojstvene vrijednosti su razli¢ite od nula.

1. Akosu Aq i Ap istog predznaka, onda imamo:

x2 2 .

a7+127:1 - elipsa =2
2 2

;% + %2 =0 —jedna tocka vl—‘
2 2

x + L prazan skup
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2. Ako su Aq i Ay suprotnog predznaka, onda imamo:

— -5 =1 - hiperbola

2 2

;% - %2 =0 - ukrsteni pravci
2 2

;Lz - Zj = —1 -hiperbola

B) Jedna svojstvena vrijednost je jednaka nula.

x> =2py (y*> =2px) -parabola N __Jb»

-

’ 1
x2=0 (y*> =0) - jedan pravac - ig : |
(y> = —a?) - prazanskup

8.5 Klasifikacija ploha drugog reda
Postupak svodenja jednadzbe plohe

a11x2 + ﬂzzyz + azz? + (a1 + az1)xy + (a3 + az1)xz + (ax3 + az)yz+
+bix+byy+byz+c=0

na kanonski oblik ortonormiranom transformacijom je sljede¢i.
1. Odredujemo kanonski oblik kvadratne forme, ¢ine jednadzba postaje
M+ 2a(y)? + A3 (Z) + ¥ + oy’ + a7 7 =0

pri ¢emu su Ay, Ay i A3 svojstvene vrijednosti matrice kvadratne forme.
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2. Zatim supstitucijama

nm_ o, B, M3
V=Yt TE o,

M

"o
x'=x +2/\1,

eliminiramo linearne ¢lanove (svodenje na potpuni kvadrat).

Sliéno kao kod krivulja, prva transformacija odgovara rotaciji koordinatnog sustava, a druga
translaciji.

Obzirom da su koeficijenti jednadZbe u rotiranoj formi zapravo svojstvene vrijednosti matrice
A kojom je odredena forma, plohe drugog reda klasificiramo na sljede¢i nacin:

A) sve tri svojstvene vrijednosti su razli¢ite od nula,

B) jedna svojstvena vrijednost je jednaka nula,

C) dvije svojestvene vrijednosti su jednake nula

Razmotrimo sada koje plohe spadaju u ove kategorije.

A) Sve tri svojstvene vrijednosti su razli¢ite od nula.

1. Sve tri svojstvene vrijednosti su istog predznaka.

%

2P 2 o f“ .
=l 4 % + == 1 - elipsoid wﬂ“
/r\ £
2 2 2 /
Xt oyt ozt . y ‘
a7+b—2+C7—O - jedna tocka e
2 P 2

— A 2= —1 - prazanskup

[
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2. Jedna svojstvena vrijednost je razli¢itog predznaka od ostalih.

2 2 jednoplosni
%2 —5 =1 - eliptitki
¢ hiperboloid
2 2
%2 — ‘%2 =0 - konus
2 2 dvoplo$ni
% —5 =-1 - elipticki
¢ hiperboloid

B) Jedna svojstvena vrijednost je jednaka nula.

1. Dvije ne-nul svojstvene vrijednosti su istog predznaka.

x? N
72

2
Z—z = 2pz - elipti¢ki paraboloid
2
=i 1 - elipti¢ki cilindar
2
= 0 - jedan pravac
2
=i —1 - prazan skup
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2. Dvije ne-nul svojstvene vrijednosti su suprotnog predznaka.

xj _ yj oy - hiperboli¢ki paraboloid AL\,

2 2 P (sedlo) o=

L hiperbolicki cilind A

aj—ﬁ—l - hiperboli¢ki cilindar A/"/‘
%

2 2 par Ny
% — Z—2 =0 - ukrstenih > 4/} .
? ravnina N
x>y T
TR —1 - hiperboli¢ki cilindar g e

C) Dvije svojestvene vrijednosti su jednake nula.

x?2 =2py - paraboli¢ki cilindar /@’ﬂ

par
x>=4?> - paralelnih
ravnina
x2=0 - jedna ravnina
x?> = —a* - prazan skup
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